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On étudie une certaine famille, paramétrée par un entier g € N>i, de doubles déformations Uh,h'( s ^> fl) de l'algèbre 
enveloppante U(sh), dans l'esprit de [FHllb]. On prouve que Uh,h'{sh,g) déforme simultanément les groupes 
' ^ '■ quantiques Uh(sh) et U g h'(sh). On montre que cette propriété d'interpolation explique la dualité de Langlands pour les 
^^, représentations des groupes quantiques en rang 1. On résout ainsi une conjecture de [FHllb] dans ce cas : on prouve 
^—t • pour tout g £ N>i l'existence de représentations de Uh,h' (sh,g) qui déforment simultanément deux représentations 
Langlands duales. On étudie aussi plus généralement la théorie des représentations de rang fini de U^ v (sh, g). 



►^ Interpolating Langlands Quantum Groups of Rank 1 

<n : 

0^ ■ We study a certain family, parameterized by an integer g £ N>i, of double déformations Uh,h'(sh, g) of the envelopping 



algebra 1/(3(2), in the spirit of [FHllb]. We prove that Uh : h'(sh,g) simultaneously deforms the quantum groups Uh(sh) 



C ' and Ugh.i (sh). We show this interpolating property explains the Langlands duality for the représentations of the quantum 

O ' 

^_^ ' groups in rank 1. Hence we prove a conjecture of [FHllb] in this case : we prove for ail g € N>i the existence of 



représentations of Uh,h>(sh, g) which simultaneously deform two Langlands dual représentations. We also study more 
generaly the finite rank représentation theory of Uh,h'{sh, g). 
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1 Introduction 

Soit g une algèbre de Kac-Moody symétrisable et L g sa duale de Langlands, dont la matrice de Cartan est la transposée 
de celle de g. Il existe une dualité entre les représentations de g et L g : voir [FHlla, FHllb, Kas03, Lit98, McGIO]. 

La dualité de Langlands pour les représentations peut être décrite au niveau des caractères. Supposons pour simplifier 
que g soit de type fini et simple ( L g est alors aussi de type fini et simple). Soit / l'ensemble des sommets du diagramme 
de Dynkin de g et r, (i € I) les longueurs des racines associées. On note r la longueur maximale parmi les longueurs n. 
La longueur r est égale à I lorsque g est simplement lacée, à 2 pour Bi, Ci et F4, et à 3 pour G2. Supposons que le plus 
haut poids A de la représentation irréductible de dimension finie L(X) s'écrive sous la forme 

A = y^(l — r + n)miCJi, rriiGN, 
iei 

où uii sont les poids fondamentaux de g. En d'autres mots, notant P le réseau des poids de g, supposons que A soit 
dominant et appartienne au sous-réseau P' C P engendré par (I — r + ri)u)i, i G /. Le caractère de L(X) s'écrit 

X (i(A)) = ^2d{X,u)e v , d(A,i/)eN. 

vep 

Soit v — X^(l — r + ri)riiU>i € P' , on note v' := Y2i rii L uji, où les L Ui sont les poids fondamentaux de L g. En rem- 
plaçant dans x(L{X)) chaque e" par e v lorsque v £ P' et par sinon, il est montré dans [FHI fb] que l'on obtient le 
caractère L x( L L(X)) d'une représentation virtuelle de L g, qui contient la représentation irréductible L(X') de L g, i.e. 
x(HX'j) < L x( L L(Xj). Pour une description de la dualité de Langlands au niveau des caractères dans le cas général 
d'une algèbre de Kac-Moody, voir [McGIO]. 

Dans le cas d'une algèbre g de type fini Littelmann [Lit98] a prouvé que la représentation virtuelle de L g est en fait une 
représentation L L(X) réelle. Dans le cas général d'une algèbre de Kac-Moody, voir McGerty [McGIO]. 
La stratégie consiste à g-déformer la situation. Les théories des représentations de g et du groupe quantique U q (g) (avec 
q générique) sont semblables, en particulier il existe une représentation L q (X) de U q (g), analogue de la représentation 
L(A) de g. Lorsque q est spécialisé à une certaine racine de l'unité e, l'homomorphisme de Frobenius quantique défini 
par Lusztig [LuslO, 35] peut être étendu afin de construire une action du groupe quantique modifiée U E { L g) sur L e (X), 
qui fournit alors l'action de L g sur L L(X). 

La dualité de Langlands décrite précédemment a des liens avec la correspondance géométrique de Langlands (voir 
[Fre07b] pour une introduction générale au programme de Langlands et [FHllb] pour d'autres références). On suit ici 
l'introduction de [FHllb]. 

Soit g une algèbre de Lie semi-simple de dimension finie. Un résultat clé dans la correspondance géométrique de 
Langlands est un isomorphisme entre le centre Z(g) de l'algèbre enveloppante complétée de g au niveau critique et la 
W-algèbre classique W( L g). Afin de mieux comprendre cet isomorphisme, on peut g-déformer la situation et considérer 
le centre Z q (g) de l'algèbre affine quantique U q (g) au niveau critique, ce qui est le point de départ dans [FR96]. Le 
centre Z q (g) apparaît alors relié à l'anneau de Grothendieck Rep U q (g) des représentations de dimension finie de U q (g). 
On espère donc obtenir un nouvel éclairage sur l'isomorphisme Z(g) ~ W( L g) en étudiant les connections entre Z q (g), 
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KepU q (g) et la W-algèbre classique q-déformée. 

L'idée de Frenkel et Reshetikhin [FR98] était de déformer un nouvelle fois la situation, en introduisant une double 
déformation W Qt t de Z(g). La spécialisation W ?! i à t — 1 est le centre Z q (g) et ils ont suggéré que la spécialisation 
W e ,t à q = e, où e désigne une certaine racine de l'unité, contient le centre Zt( L g) de l'algèbre affine quantique Ut( L g) 
au niveau critique. Zt( L g) étant lié à l'anneau de Grothendieck RepUt( L g) des représentations de dimension finie de 
Ut{ L Q), la W-algèbre W q ,t apparaît ainsi interpoler les anneaux de Grothendieck des représentations de dimension finie 
des algèbres affines quantiques associées à g et l q. En particulier cela suggère que ces représentations doivent être d'une 
certaines manières liées. On peut trouver dans [FR98] des exemples de telles relations. 

C'est, motivés par les questions précédentes, que Frenkel et Hernandez [FHIIb] introduisent la dualité de Langlands 
pour les représentations de dimension finie de g et L g, dans la situation où g est de type finie. 

Cette dualité, inspirée par la correspondance de Langlands géométrique, se trouve être exactement la dualité (sans 
rapport a priori avec le programme de Langlands) établie dix ans plus tôt par Littelmann [Lit98]. L'approche dans 
[FHIIb] est toutefois différente de celle de Littelmann. Dans l'esprit de [FR98], ils ont introduit une double déformation 
Uq,t(g) de t/(g), l'algèbre enveloppante de g sans les relations de Serre, et conjecturé que cette double déformation 
permettait d'expliquer la dualité de Langlands pour les représentations de g et L g. 

Historiquement, les groupes quantiques ont été définis par Drinfeld [Dri85, Dri87] et Jimbo [Jim85]. Drinfeld les définit 
comme des déformations formelles Uh(s) des algèbres enveloppantes U(g), tandis que Jimbo définit leurs versions 
rationnelles U q (g). L'algèbre ï/h(sfe) avait été construite par Kulish et Reshetikhin [KR81]. 

Le terme déformation formelle a dans ce cas la signification suivante : à une algèbre A sur C, on associe une C[[/i]]-algèbre 
que l'on note -A[[/i]]. En tant que C[[/i]]-module, A[[/i]] est l'ensemble des séries formelles à coefficients dans A : 

y a n h n , avec a n G A . 

ngN 

C'est alors le produit de A[[/i]] qui porte la déformation, dans le sens où l'on doit retrouver celui de A quand h = 0. On 
pourra consulter à ce sujet [Gui95, III], ainsi que [Kas95, XVI] et [CP95, 6.1]. 

Les groupes quantiques d'interpolation U q ,t(g) introduits par Frenkel et Hernandez dépendent de deux paramètres q et t. 
Cet article propose de prendre le point de vue des déformations formelles. Pour cela, il nous faudra considérer des doubles 
déformations d'algèbres, selon des paramètres formels h et h'. À une algèbre A, on associe donc une algèbre A[[h, h']}, 
dont les éléments sont maintenant des séries formelles à deux indéterminées et à coefficients dans A 

2J a «,m h n (h') m , avec a„, m G A . 

On construit dans cet article une classe, paramétrée par un entier g € N>i, de déformations formelles Uh,h'(sh,g) de 
U(sh) selon les paramètres h et h'. Ces déformations sont les groupes quantiques d'interpolation de Langlands de 
rang 1 (i.e. pour g =sb). Il s'agit d'une première étape dans la construction de groupes quantiques d'interpolation de 
Langlands Uh : h'(St9) associés à une algèbre de Kac-Moody (symétrisable) , qui apparaîtront dans un prochain article. 
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L'un des objectifs des groupes quantiques d'interpolation de Langlands est de donner une explication de la dualité de 
Langlands pour les représentations d'une algèbre de Kac-Moody et de sa duale L g. 

On attend que, pour certaines valeurs de g, Uh,h'is,g) interpolent les groupes quantiques Uh(s>) et Û g ih'{ L Q), où g 1 est 
un entier qui dépend de g et g : la limite h' — ¥ de Uhy(#,g) est Uh(s) e * l a spécialisation à Q :— exp/i = e, avec e une 
racine (2g)-ième primitive de l'unité, admet comme sous-quotient U g ih>( L g). 



Uh,h'(9,9) 



1Q-»e 



u h (s) 



U 9 > h '( L s) 



Dans cet article, cette conjecture est résolue au rang 1 : voir le théorème 6.0.17. 

L'interpolation ci-dessus induit une correspondance (g, g) < — > ( L 0,<?'), qui rappelle la dualité S pour les théories de 
jauge. Le paramètre g y jouerait le rôle de la constante de couplage. On pourra consulter [FrelO] à propos des théories 
de jauge et de la dualité de Langlands. 

Pour A £ P', on conjecture (voir aussi [FHllb, conjecture 1]) l'existence d'une double déformation de L(X) où les actions 
de et l q seraient toutes deux contenues. Plus précisément on conjecture l'existence d'une représentation L h ' h (A, g) de 
Ûh,h'{&)i qui interpole la représentation L h (\) et une représentation Langlands g-duale L L h (A, g) : la limite h' — > de 
L ' (A, g) est la représentation L h (X), et la spécialisation à Q = e contient la représentation L L 9 h (X,g). 



L h ' h '(X,g) 



(1) 



L h (X) 



L L h '(X,g) D L a ' h '(X') 



Cette conjecture est dans cet article résolue en rang 1 : voir le théorème 6.0.13. 

Pour établir un parallèle avec les groupes quantiques usuels, on peut penser, dans le cas g de type fini et simple, à t/ 3 ,t(jj) 
comme une version spécialisée de Uh,h'{8, r ) ( on rappelle que r désigne la longueur maximale des racines de g). Toutefois 
alors qu'on peut retrouver U q (g) comme sous-algèbre de Uh(q), il n'est pas vrai que U q: t{g) apparaît comme sous-algèbre 
de Uh,h'(s, r )- Les groupes quantiques d'interpolation proposés par Frenkel et Hernandez sont en fait notablement 
différents : ils nécessitent notamment beaucoup plus de générateurs pour être définis, voir par exemple la remarque 3.0.9. 
On trouvera dans [KT00] un autre exemple de doubles déformations de structure algébrique provenant des algèbres de 
Lie. On peut également citer [Res90] où des groupes quantiques à plusieurs paramètres ont été définis. 



On donnera tout au long de l'article des comparaisons entre les groupes quantiques d'interpolation définis ici et ceux 
définis dans [FHllb]. Notons déjà que le principal avantage de cette nouvelle définition réside dans le fait qu'ils sont des 
déformations formelles de U(g). Par ailleurs : 

• on obtient dans cet article une définition plus claire et plus maniable des groupes quantiques d'interpolation de 
Langlands ; 
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• ce travail permettra, en toute généralité, de définir un groupe quantique d'interpolation associé à une algèbre de 
Kac-Moody g symétrisable et à un paramètre g € N>i (dans un prochain article) ; 

• les outils et résultats de la théorie des déformations formelles sont, dans notre cadre, utilisables pour l'étude des groupes 
quantiques d'interpolation. 



On décrit maintenant l'organisation de l'article. Notons que tous les résultats présentés à partir de la section 3 sont 
nouveaux. 

• Dans la section 2, on expose une partie de la théorie des déformations formelles dans le cadre de plusieurs paramètres 
de déformation. Les théorèmes 2.4.6 et 2.4.7 concluent cette section. 

• Dans la section 3, on donne et on explique la définition des groupes quantiques d'interpolation Uh,h'(sh,g)- 

• Dans la section 4, on établit différentes propriétés des groupes quantiques d'interpolation de Uh,h'{sh, g)- On prouve 
notamment qu'ils sont des déformations formelles triviales de £/(sb) selon h et h', de Uh(sh) selon h' et de Uh>(sh) 
selon h : voir le théorème 4.1.3. 

Ces différentes déformations peuvent être représentées par le diagramme commutatif 



U h (sl 2 ) 



Uh,h'(sla,g) 




U h >(ak) 



Deux des points techniques clés de cet article sont la proposition 4.1.1, ainsi que le lemme 4.5.2, démontrés 
respectivement au tout début et à la fin de la section 4. 

• Dans la section 5 on étudie la théorie des représentations de rang fini de Uh,h' (sb, g), qui s'avère être similaire à celle de 
U(sh) et Uh(sh). On prouve l'existence de doubles déformations pour tout g £ N>i des représentations irréductibles 
de dimension finie et des modules de Verma de sb : voir les propositions 5.0.4 et 5.0.6. 

Le théorème 5.0.8 établit plusieurs propriétés de la catégorie des représentations de rang fini de Uh,h'(sh,g)- 
Notamment, on prouve qu'elle possède la propriété de Krull-Schmidt et on classifie ces objets indécomposables. 

• Dans la section 6, on établit l'existence d'une double déformation L h ' h (n,g) possédant la propriété d'interpolation 
(1), résolvant ainsi la conjecture [FHllb, conjecture 1] en rang 1 pour tout g € N>i : voir le théorème 6.0.13. 

Le théorème 6.0.15 donne un résultat analogue pour les modules de Verma. 

Enfin on prouve que Uh,h'{sh,g) interpole les groupes quantiques Uh(sh) et U g ih'{sh) '■ voir le théorème 6.0.17. 

U h ,h>{sh,g) 



U h {sh) 



U g , h ,(sh) 
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Conventions 

Toutes les algèbres et anneaux considérés seront supposés associatifs et unitaires, avec 1 7^ 0. Un morphisme d'algèbre 

(ou d'anneau) envoie l'unité sur l'unité. 

De, sans précision supplémentaire, désignera un anneau commutatif. 

Si X est un ensemble quelconque, fini ou infini, (X) désignera le monoïde libre engendré par X, i.e. l'ensemble des mots 

(y compris le mot vide), dont les lettres sont des éléments de X, muni de la concaténation comme opération. k{X) désigne 

la k-algèbre du monoïde (X). C'est l'algèbre associative unitaire libre engendrée par X. 

Une somme indexée par un ensemble vide est nulle, un produit indexé par un ensemble vide vaut f . 

2 Déformations Formelles 

La théorie des déformations formelles d'algèbres a été introduite par Gerstenhaber dans [Ger64]. La théorie est construite 
principalement pour un seul paramètre de déformation, bien que dans [Ger64] il est indiqué de quelle manière certains 
résultats peuvent être généralisés. On se propose de donner dans cette section une présentation d'une partie de la théorie 
dans le cadre de plusieurs paramètres de déformation. L'exposition qui suit est une généralisation naturelle de celles que 
l'on peut trouver, pour un seul paramètre, dans par exemple [Gui95, III], ainsi que [Kas95, XVI] et [CP95, 6.1]. On 
prendra soin de détailler les arguments spécifiques à la généralisation, les autres seront rappelés. 

2.1 Premières définitions 

Soit un entier s > 1. On note k[[/ii, /12, . . . , h s ]], ou encore k[[h,]] la k-algèbre commutative des séries formelles à s 
indéterminées hi, . . . , h s . On note k((/ii, /12, ■ • • , h s )), ou encore k((/i)), le corps de fonctions de k[[/i]]. k((h)) est l'algèbre 
des séries de Laurent à s indéterminées hx , /12, ■ • • , h s , c'est aussi le localisé de k[[h]] par rapport aux éléments hi , h?,, . . . , h s . 

k[[/i]] est une algèbre graduée en considérant le degré total d'un monôme 

deg(/i" 1 /ij 2 • ■ • K s ) ■— m + n 2 H + n s . 

On note par ailleurs 

(h) :— (h!,h 2 , . . . ,h a ) 

l'idéal de k[[h]] engendré par les éléments hi, /12, • • • , h s . 

La filtration associée à la graduation est également celle induite par l'idéal (h) et fait de k[[/i]] une algèbre complète et 

séparée. On l'appelle la filtration /i-adique (la topologie associée est appelée la topologie /i-adique). 

La filtration sur un k[\h]] -module Al, induite par celle de k[[/i]], est aussi appelée la filtration ft-adique (la topologie 

associée sur M est appelée la topologie fe-adique). 

Pour V un k-module, on définit un nouveau k-module, que l'on note V^[[/ii, /12, • ■ ■ , h 3 ]] ou encore V[[/i]], comme l'espace 
des séries formelles à coefficients dans V 



/ Vni,ri2,---,n s fl\ ^2 ' ' ' ^s : avec Vni,n2,---,n s £ *■ 

ni ,U2 n s > 
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Pour alléger l'écriture, introduisons les notations suivantes : n = (ni,ri2, . . . ,n s ) désignera un s-uplet de N s , et h n le 

monôme h 1 ti 2 ■ ■ ■ h s ° . 

Un élément de V[[Â]] peut alors s'écrire sous la forme suivante : 

^ Vn h" , avec Vn G V. 

nen s 

L'espace vectoriel V[[ft]] est naturellement muni d'une structure de k[[Â]]-module : 

( E x P hP )\ E v s h ) : = E [ E x P-vq\h n , 

p£N s qSN s nSN s \p+q=n I 

avec Xp G k et Vq G V. 

On définit une structure de k[[/i]]-module gradué sur V[[/i]] en posant 

deg(/i™ 1 h^ 2 ■ ■ ■ h" s ) := ni + n 2 H + n s . 

La filtration associée à cette graduation est la filtration /i-adique et fait de V[[/i]] un k[[/ï]]-module complet et séparé. 

Le localisé du k[[/i]]-module V[[/ï]] par rapport aux éléments hi, h 2 , ■ ■ ■ , h s est un espace vectoriel sur k((h)), que l'on 
notera V((hi, h%, . . . , h s )), ou encore V((h)). Il s'agit de l'espace des séries de Laurent à coefficients dans V 

E Vn h n , avec » s ëF, et iV G N s . 
n t -JV 

L'ordre partiel < sur 1 a que l'on utilise est défini par n ^ rh si m — n G N s . 

Si A est une k-algèbre (pas nécessairement commutative), on peut munir j4[[/i]] d'une structure de k[[ft]]-algèbre : 



E a p h?) ■ ( E b 9 h<) := E ( E «*&*V. 

pgN s gSN s figN s \p + 9 = n / 



On rappelle que k{X) désigne la k-algèbre du monoïde libre (X). 

Définition 2.1.1. Soit X un ensemble et TL une partie de k(X)[[/j]]. La k[[/ï]]-algèbre topologiquement engendrée par X 
et définie par les relations 1Z, que l'on note 

k(x)[[h]] /Wj h , 

est le quotient de k(X)[[ft]] par l'adhérence (topologique) de l'idéal bilatère engendré par 1Z (ou encore le plus petit idéal 
bilatère fermé contenant TV). □ 

La filtration induite sur le quotient k{X)[[h]] / (TV) par celle de k(X)[[ft]] est la filtration /t-adique, et fait de 
k(X)[[/ï]] / (TV) une algèbre complète et séparée. La topologie /i-adique de k(X)[[/i]] / (7?.) est la topologie quotient. 
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Remarquons les propriétés suivantes. Leur démonstration est immédiate. 

Proposition 2.1.2. 1) Si V et W sont deux k-modules, on a un isomorphisme canonique de k[[/i]]-module entre 
Kom m]] (V[[h]},W[[h}]) et Uom k (V, W)[[h]]. 

2) Dans le cas où V = W , l'isomorphisme précédent entre End k rr^ii (V[[/ï]]) et (EndkV) [[ft]] est un isomorphisme de 
k[[/i]] -algèbre. 

3) Si / : X — ¥ B est une application de X dans une k[[/i]]- algèbre B complète et séparée (pour la filtration /i-adique), 
alors il existe un unique morphisme de k[[ft]] -algèbre / : k(X)[[7ï]] — > B tel que f(x) = f(x) pour tout x G X. 

4) Si 1Z est une partie de k(X)[[/i]], l'ensemble des applications f : X —> B telles que / s'annule sur TL est en bijection 
avec l'ensemble des morphismes de k[[h]] -algèbre de k(X)[[/i]] / (TV) vers B. 

D 

2.2 Déformations d'algèbres 

Soit A est une k-algèbre. Le produit de A[[fe]] étend celui de A au sens suivant : l'isomorphisme k-linéaire canonique 
entre A[[ft]]/(ft = 0) (on quotiente par l'idéal bilatère de A[[ft]] engendré par les éléments hi, h?, . . . , h s ) et A est un 
isomorphisme de k-algèbre. 
Il peut exister d'autres produits sur A[[fo]] satisfaisant cette propriété, ce qui motive la définition suivante. 

Définition 2.2.1. On appelle déformation formelle (à s paramètres) d'une k-algèbre A une structure de k[[/i]]-algèbre 
sur le k[[/i]]-module -A[[/ï,]] telle que 1 £ A est l'élément neutre de -A[[/ï]], et telle que l'isomorphisme k-linéaire canonique 
entre A[[/ï]]/(/i = 0) et A est un isomorphisme de k-algèbre. D 

Soit V un k-module. La donnée d'une application k[[/i]]-bilinéaire u de V[[/i]] x V[[fe]] vers V[[/ï]] est équivalente à la 
donnée d'une famille (u^nen' d'applications k-bilinéaires de V x V dans V . Plus explicitement, on a : 



peN" q£N s ' ngl a V p+q+r- 



Ur(Vp,Wq) \h n 



Notons n le produit d'une k-algèbre A et fj,^ une application k[[/i]]-bilinéaire sur A[[/i]]. En notant [in les applications 
k-bilinéaires associées à /z^, l'associativité de ^ est équivalente à la condition suivante : 

E V-p(fJ-q(a,b),c) - np(a,ng(b y c)} = 0, Vn G N s , Va, b,c G A . (2) 

p+q — n 

Supposons que [i^ munisse A[[/i]] d'une structure de k[[h]]-algèbre (on suppose donc l'associativité de fi^ et que 1 G A 
est un élément neutre de fj,^), alors cette structure est une déformation formelle de A si et seulement si fio — A*- 

On appelle déformation formelle constante la structure de k[[h]] -algèbre canonique sur j4[[/ï]], caractérisée par /i^ = 
pour n >- 0. 

Définition 2.2.2. Deux déformations formelles d'une k-algèbre A sont dites équivalentes si il existe un isomorphisme 
de k[[/i]]-algèbre cf> : A\\h]\ — > A\\fi\\ entre les deux structures, qui induit l'identité sur A[[/t]]/(h, — 0). D 

On dira qu'une déformation formelle est triviale si elle est équivalente à la déformation formelle constante. 
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2.3 Déformations de représentations 

Définition 2.3.1. Soit A une k-algèbre. On appelle représentation d'une déformation formelle de A, que l'on note (V, n^), 
la donnée d'un k-module V et d'un morphisme de k[[ft]] -algèbre 7r ; - : -A[[/ï]] — > End^rn-i^V^/i]]), où j4[[/Ï]] est considéré 
avec sa déformation formelle. 
(V,7rs) est dit de rang fini (resp. de rang r G N) si V est un module libre de rang fini (resp. de rang r) sur k. □ 

On appellera sous-représentation d'une représentation V[[ft]] une représentation de la forme W[[ft]], avec W un 
sous-k-module de V. On définit le quotient de V[[/ï]] par W[[/i]] comme étant la représentation (V/W)[[Â]]. 

Notons Hh le produit d'une déformation formelle de A. En utilisant le point 1) de la proposition 2.1.2, on voit que la 
donnée d'une représentation (V,7r^) est équivalente à la donnée d'une famille (in) Ns d'applications k- linéaires de A 
dans Endik(V) qui vérifient : 

Y^ [fp(/^M)) " ff(«)°fîW] =0, Va,bG A, Vn£N s . (3) 

p+q— n 

On voit que la représentation (V,ir%) induit une représentation (V, 7To) de A. On dira que (V,ir%) est une déformation 
formelle d'une représentation (V, n) de A si tvq = n. 

On fera la distinction entre représentation d'une déformation formelle et module d'une déformation formelle : un module 
d'une déformation formelle A[[Â]] de A désignera un A [[h]] -module. En d'autres mots, une représentation est la donnée 
d'une structure de A[[/i]]-module sur un espace de la forme V[[/i]]. 

En utilisant le point 1) encore de la proposition 2.1.2, on voit que deux représentations (V, n^) et (W, p^) sont isomorphes 
en tant que A[[/i]]-modules, si et seulement si il existe une famille (w n )- pNS d'applications k-linéaires de V vers W telle 
que uq est bijective et telle que 

^ lupOTVq(a) - pp(a)oUq\ =0, Va G A, Vn G N s . (4) 

p+9=n 

On voit que si les deux représentations sont isomorphes, «o est un isomorphisme entre les représentations de A induites 

(V,7v )et(W,p ). 

On dira que deux représentations (V, 7Tj) et (W, p^) sont équivalentes si l'on ajoute Uo = id aux conditions précédentes. 

Considérons la déformation formelle constante de A. Dans ce cas, d'après (3), la donnée d'une représentation (V, tv^) est 
équivalente à la donnée d'une famille (^n)- pNS d'applications k-linéaires de A dans End^l 7 ) qui vérifient 

7T n (a&) = Y 7Tp(a) o 7r ? (fe) , Va, b G A , Vn G N s . (5) 

p+q=n 

La déformation formelle constante d'une représentation (V, n) de A est définie par no = n et 7r n = pour n y 0. 
Une déformation formelle sera dite triviale si elle est équivalente à une déformation formelle constante. 
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On peut définir de manière similaire la notion de bimodule M[[Â]] d'une déformation formelle -A[[ft]]. Toutes les définitions 
précédentes s'adaptent naturellement. 

Notons que si V est une représentation d'une k-algèbre A. Alors EndkV^ est naturellement muni d'une structure de 
yl-bimodulc : 

(a.f)(x) ■- a.(f(x)), (f-a)(x) := f(a.x), avec / G EndkV", a G A, x£V. 

La démonstration du lemme suivant est immédiate. 

Lemme 2.3.2. Soient A une k-algèbre et V une représentation de A. Si V[[h] est une déformation formelle triviale de 
V ', alors End| k [^]](V[[/i]]) est une déformation formelle triviale du ^-bimodule EndkV. □ 

Soit A une k-algèbre et considérons une déformation formelle j4[[fe]] de A. 

On note C(A) la catégorie abélienne des représentations de A et C h (A) la catégorie des représentations de la déformation 

formelle A[[h]]. 

On vérifie que C h (A) est une catégorie additive k[[ft]] -linéaire. 

La somme directe de deux représentations V[[Â]], W[[/i]] G C h (A) est le C[[Â]] -module (V©W)[[/ï]], qu'on munit 

naturellement d'une structure de représentation de A[[Â]]. 

Une représentation indécomposable est un objet indécomposable de la catégorie C h (A), i.e. une représentation qui n'est 

pas isomorphe à la somme directe de deux représentations. 

L'existence d'un conoyau d'un morphisme / : V[[Â]] — > W[[Â]] dans C h (A) n'est en général pas vérifiée : par exemple si 
V = W = k et / est la multiplication par h. Par conséquent C h (A) n'est pas une catégorie abélienne. 

La catégorie dont les objets sont les k[[ft]]-modules de la forme V[[ft]], et les flèches les morphismes de k[[/i]]-module, 
est d'après ce qui précède une catégorie additive k[[/i]]-linéaire (c'est le cas particulier où A — k et k[[h]] est muni de la 
déformation formelle constante). On montre que cette catégorie est une catégorie tensorielle, où le produit tensoriel est 
défini pour V, W deux k-modules, par 

V[[h]] ®W[[h]] := (V® k W)[[h]]. 

V[[h]\ ® W[[h]] est un complété /i-adique de V[[h]] ®k[[S]] W 7 !!^]]- 

Notons Ak la catégorie abélienne des k-algèbres et A& la catégorie k[[ft]]-linéaire additive, dont les objets sont les 
déformations formelles de k-algèbres, et les flèches les morphismes de k[[/i]]-algèbre. 
On définit deux foncteurs k[[/i]]-lméaires 

Q h : Ak — > Afc et lim : A\ — > Ak , 
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qui, respectivement, à une k-algèbre A associe sa déformation formelle constante, et à une déformation formelle de A 
associe A (les définitions de Q h et lim^_j. pour les morphismes sont les définitions naturelles). Remarquons que 

lim o Q l = id.4 . . 

h->0 

On définit de façon similaire un foncteur k[[ft]]-linéaire de la catégorie des représentations d'une déformation formelle de 
A vers la catégorie des représentations de A : 

lim : C^iA) — -> C(A). 

h->0 

On a également un foncteur k[[h]] 

Le foncteur lim^g, que ce soit dans les cadre des algèbres ou celui des représentations, sera appelé limite classique. 

2.4 Cohomologie de Hochschild 

Définition 2.4.1. Soient A une k-algèbre et M un A-bimodule. 

Pour tout n £ N, on note C£(A, M), et on appelle l'espace des n-cochaînes, le k- module des applications k-multilinéaires 

de A n dans M (on a par convention C°(A, M) = M). 

On définit une application k- linéaire d n : C£(A,M) — > CJ* +1 (A, M) par 

(d n /)(ai,...,o n +i) := a 1 .f(a 2 ,...,a n+ i) 

n 

+ X^ -1 )* f( ai ' ■ ■ ■ ' aiCL i+ 1 ' • • • ' a "+!) 
+ (— 1)" + /(ai, . . . , a n ).a n+ i 

(pour n = et x € M, on a (d°x)a = a.x — x.a). 
On appelle, et on note 



c;(A,M),d) := ( G£{A,M), Y, d ") . 



le complexe de Hochschild de A à coefficients dans M (on vérifie en effet que d o d — 0) . 

La cohomologie de C'(A, M) est notée H' (A, M) et appelée la cohomologie de Hochschild de A à coefficients dans M. D 

Remarque 2.4.2. Fixons la k-algèbre A. La cohomologie de Hochschild H'(A, •) définit un foncteur de la catégorie des 
A-bimodules vers la catégorie des k-modules N-gradués. D 

Le lemme suivant exprime le fait que la cohomologie de Hochschild commute en quelque sorte avec le processus de 
déformation formelle constante. Sa démonstration est immédiate. 

Lemme 2.4.3. Soient A une k-algèbre et M un A-bimodule. En considérant A[[h]] et Af[[ft]] comme déformations 
formelles constantes, on a pour tout n £ N un isomorphisme canonique k[[/i]]-linéaire : 

H£(A,M))[[h]} ~ H£ m] (A{[h]],M[[h}]). 

D 
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Corollaire 2.4.4. Soient A une k-algèbre et -A[[/ï]] une déformation formelle triviale de A. Il existe pour tout n £ N un 
isomorphisme k[[/i]]-linéaire 

(H?{A,AJ)[[h]] * H£ [[h]] (A[{h]],A[{h]]). 

n 

Démonstration. A[[ft]] étant isomorphe en tant que k[[h]]-algèbre à la déformation formelle constante de A, leurs 
cohomologies de Hochschild sont isomorphes. On conclut grâce au lemme 2.4.3. ■ 

Corollaire 2.4.5. Soient A une k-algèbre et M[[/ï]] une déformation formelle triviale d'un A-bimodule M. Il existe pour 
tout n £ N un isomorphisme k[[/i]]-linéaire 



(ff t "(AM))i ~ H£ m (A[[h]),M[[h]]), 
où A[[ft]] désigne la déformation formelle constante de A. D 

Démonstration. Conséquence du lemme 2.4.3 et de la remarque 2.4.2. ■ 

L'introduction du langage cohomologique s'avère intéressante comme en témoigne le théorème suivant, généralisation de 
[Gui95, 2.5.3]. On vérifie que la démonstration dans [Gui95] fonctionne encore quand on travaille sur un anneau commutatif 
k plutôt que sur C, puis on donne les arguments qui permettent de passer du cas d'un paramètre de déformation au cas 
de plusieurs paramètres. 

Théorème 2.4.6. Soit A une k-algèbre et s > 1 un entier. Si H£(A,A) — toute déformation formelle à s paramètres 
de A est triviale. D 

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur s. Le cas s = 1 est l'énoncé de [Gui95, 2.5.3], la seule différence 
étant que l'on travaille ici sur un anneau commutatif k (ce qui sera nécessaire pour la récurrence) et non sur C. On 
commence par montrer, sans supposer H£(A,A) = 0, que si fli — /X2 = •• • = fj, n -l — (avec n € N>i), et si jj, n , qui est 
un 2-cocycle en vertu de (2), est un cobord, alors il existe fi' h équivalent à [i^ et vérifiant (x'i — ^ — • • • — fi' n = 0. 
Il existe en effet par hypothèse / £ EndtA tel que 

/XnM) = 0/(6) - f(ab) + f(a)b. 

On vérifie que l'automorphisme k[[/i]] -linéaire idA — h n f conjugue /j,h avec une déformation jj,' h telle que 

fi' h (a,b) — ab = mod fc™ . 

En supposant à présent H^{A, A) = et fin quelconque, d'après ce qui précède on voit qu'il existe pour tout p G N>i un 
automorphisme f p , tels que que le produit 

v p := (id.4 - h p f p ) o • • ■ o (id.4 - h 2 f 2 ) o (id A - hfi) 
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conjugue fin avec une déformation fi^ telle que [if = /!>, = • • • = fJ,p = 0. On conclut en remarquant que v p converge 
lorsque p tend vers l'infini. 

Supposons le théorème démontré pour s > 1 et considérons une déformation formelle à s + 1 paramètres 
•A [[/ii, /12 ■ ■ ■ , /is+i]] de A. On note /x^ le produit de cette déformation. 
En considérant l'isomorphisme d'anneau canonique 



[[/li,/i 2 ...,/i s+ i]] ~ (k[[/ii,/i 2 ...,/i s ]])[[/i s+ i]] 



et l'isomorpliisme linéaire canonique 



A[[hi,h 2 ...,h s+ i}] ~ (A[[/ii,/i 2 ...,/i s ]])[[/i s+ i]] 



on voit que le produit /^ de A[[/ii, /i 2 . . . , /i s +i]] induit 

• sur A[[/ii, /i 2 . . . , /is]] une structure de k[[/ii, /i 2 . . . , /i s ]]-algèbre qui est une déformation formelle à s paramètres de A ; 

• sur I A[[/ii,/i 2 . . . ,/is]]) [[/is+i]] une structure de déformation à un paramètre de la k[[/ii, /i 2 , . . . , /i s ]]-algèbre 
A [[fti, /i 2 . . . , h s ]] définie ci-dessus. 

L'hypothèse de récurrence et le corollaire 2.4.4 permettent alors de conclure. ■ 

Le théorème suivant généralise celui présenté dans [Gui95, III, 2.5.6]. De la même façon que pour le théorème 2.4.6, la 
démonstration est une généralisation naturelle dans le cas s — 1 et nécessite un argument supplémentaire pour passer au 
cas de plusieurs paramètres de déformation. 

Théorème 2.4.7. Soient A une k-algèbre et (V, n^) une représentation de la déformation formelle constante A[[/i]] de 
A. Si Hl(A, End^V) = 0, alors (V, 71^) est une déformation formelle triviale de irç,. □ 

Démonstration. Le cas s — 1 est l'énoncé du théorème dans [Gui95]. Encore une fois, on vérifie que la démonstration 
se généralise à un anneau commutatif k : en vertu de (5) et en supposant H^(A, End&V) — 0, il existe /i G EndkV tel 
que 7Ti = d(/i). On conjugue alors tv^ par l'endomorphisme idy + hf\. On continue le procédé de la même manière que 
dans la preuve du théorème 2.4.6. 

Le lemme 2.3.2 et le corollaire 2.4.5 permettent de faire une induction sur s, de la même façon que dans la démonstration 
du théorème 2.4.6. ■ 

3 Définition des Groupes Quantiques d'Interpolation de Langlands de Rang 1 

Dans cette section on définit, dans l'esprit de [FHllb], les groupes quantiques d'interpolation de Langlands de rang 1. 
Si le principe d'interpolation qui motive la définition des groupes quantiques d'interpolation dans [FHllb] est repris 
ici, les formules qui l'expriment ne sont toutefois pas les mêmes. Plus précisément, la différence entre les définitions 
données ici et celles présentes dans [FHllb] ne se situe pas seulement au niveau du langage utilisé. Les formules que 
l'on découvrira ci-dessous sont de prime abord moins intuitives, mais permettent toutefois de donner une présentation 
plus concise et peut-être moins compliquée. Notons que l'intérêt n'est pas seulement esthétique puisque cette nouvelle 
définition permettra, dans les sections suivantes, de démontrer plusieurs propriétés nouvelles des groupes quantiques 
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d'interpolation et de leurs représentations. 

On sait classifier et décrire explicitement toutes les représentations irréductibles sur C de dimension finie Un) (n G N) 
de sb : voir par exemple [Hum78, II. 7]. Il existe une base de L(n) dont on note les vecteurs vo, vi, . . . , v n , pour laquelle 
l'action de sb est donnée par les formules (0 < i < n) : 

H.Vi = (n— 2i)vi, X + .Vi = (n — i + l)vi-i, X~ .v t — (i + l)v i+1 , 

(on pose v-i := v n +i ■= 0). 

L(n) se déforme en une représentation L h (n) de Uhish) (en tant que C[[/i]]-module L h (n) — L(n)[[h]]) : 

H.Vi — (n — 2i)vi, X + .Vi = [n — i + 1]q Vi-i , X~ .v t = [i + 1]q v i+ i , 

où [o]q := oJTo-i P our a € Ij et Q :— exph € C[[/i]] (la série formelle [o]q est souvent appelée nombre quantique). 

Le point de départ dans la définition des groupes quantiques d'interpolation de sb est de déformer une nouvelle fois, 
par rapport à un paramètre h', l'action de H et X sur L h (n), en une action sur le C[[h, /i']]-module L(n)[[h, h']]. 
Contrairement à la précédente déformation par rapport à h, ces déformations dépendent d'un paramètre g £ N>i, de 
telle sorte que l'on a non pas une déformation mais une famille de déformations. Pour g fixé, les actions déformées des 
générateurs H et X vont vérifier de nouvelles relations (indépendantes de n), déformations des relations de [/^(sb). 
C'est ces nouvelles relations qui seront alors posées dans la définition du groupe quantique d'interpolation Uh,h'(sh,g)- 
On notera L h ' h (n,g) l'espace L(n)[[h, h']] considéré comme représentation de l'algèbre [/^'(sb, g)- 

On peut remarquer la chose suivante : lors de la quantification de L(n), on a en quelque sorte remplacé les nombres a par 
les nombres quantiques [o\q. De manière similaire, lors de la déformation par rapport à h' , on va remplacer les nombres 
quantiques [o\q par de nouveaux nombres quantiques [a\Q T { a } : 

(QT {a} Y - (QT {a} Y a 

HqtW : = QyM _ Q-l T -{a} ' ( 6 ) 

où T := exp/i' G C[[/i']] et {a} est un polynôme de Laurent en Q a que l'on décrira un peu plus loin. 
De manière plus précise, l'action déformée par rapport à h et h' est décrite par les formules suivantes (0 < i < n) : 

H.Vi = (n — 2i)vi , 

X + .Vi = ([n- i + l] QT { n -i + i}) Vi-i , X~ .Vi — i[i + l]Q T {i+i}) Vi+i ■ 

En particulier, on voit que X X^.Vi = nf 1 Vi avec i, produit de deux nombres quantiques. Avant d'aller plus loin dans 
les explications, donnons la définition des groupes quantiques d'interpolation Uh,h'(si2,g)- 
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Définition 3.0.8. Soit g > 1 un entier. 

Uh,h'{sh,g) est la C[[h, /i']]-algèbre topologiquement engendrée par X + , X~ , H, C et définie par les relations 

[C.X*] = [C,H] = 0, [H.X*] = ±2X ± , 



x ± x* = rr a ; v ; — (7) 



Q := exp(/i) , T := exp(/i') , 
fl* := i(7c + etf T e), {-H*} Q := p{Q H ') , C6{-1,1}, 

fc=i 



Soit P 9 le polynôme interpolateur de Lagrange de degré g — 1 vérifiant 

P 9 (l) = 1, P 9 ( £ 2 ) = ... = P g (e 23 - 2 ) = 0, 

où e := exp(in/g) £ C est une racine (2p)-ième primitive de l'unité. 

Le polynôme de Laurent P défini dans (8) peut s'obtenir à partir de P g par symétrisation (remarquons que P est invariant 

par les deux transformations u i-> — u et u n> u~ l ) : 

P(u) = \{P 9 {u 2 ) + P 9 (u- 2 \ 

Par conséquent le polynôme P vérifie 

P(e ) = 1 si g divise l , P(e ) = sinon . (9) 

L'élément C dans Uh,h'(sh,g) doit en quelque sorte être compris comme l'opérateur de multiplication par (n + l) 2 
sur L h ' h (n,g). Dans la relation (7), on peut en quelque sorte reconnaître à droite de l'égalité le produit nf . En effet 
l'opérateur Hjr sur L h ' h (n, g) est décrit par (0 < i < n) : 

H 1 .Vi — n — i, Hi .Vi = n — i + 1, H_ 1 .Vi — i + 1, H_ 1 .vt = i. 
La relation (7) contient pour ainsi dire la définition des polynômes {a} (a € Z) : 

{a} := P{Q a ) = I^-D+Q^)) f[ £hQa £ ~_ £ ~y~ a ■ ( 10 ) 
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Ces polynômes {a} possèdent la propriété suivante : en spécialisant Q à s on obtient d'après (9) 

{a} — 1 si g divise a et {a} — sinon. 

C'est cette propriété des polynômes {a} qui permettra de démontrer que L h ' h (n, g) interpole la représentation L h (n) du 
groupe quantique Uh(sh) et la représentation Langlands p-duale L L h (n,g) de Ugh'ish) ■ voir la section 6 et le théorème 
6.0.13. 

Il faut préciser deux points dans la définition de Uh : h'(sh,g)- 
• On peut considérer 

QT {H ' } q\ " - (QT {H ' } QY " et QT {H ' } Q - Q- 1 T~ {H - } Q 

comme des séries formelles dans C H, y/C\ [[h, h']], où H et \/C désignent ici les variables de l'algèbre de polynômes 
C H, vC . Les deux séries formelles sont divisibles par h + h 1 {H<t}q. Le quotient 

est alors défini dans C \H, yC\ [[h, h']] comme le quotient des deux séries formelles précédentes chacune divisée par 
h + h 1 {He} Q (de telle sorte que la série au dénominateur devient alors inversible). 
En considérant le produit 

[Q T {H ^) Ht - {Q T {H ^y H - 



n:= n 



|f( fl t }q _ Q-l j'-lHe ! 



comme un élément de l'algèbre C H, -^/C* [[A, A']], on vérifie que II est invariant par l'unique automorphisme de la 
C[[A, ft']]-algèbre C H, VC [[h, h']] qui envoie H sur H et VC sur —yC (car le polynôme P défini dans (8) est invariant 



par la transformation uHu 1 ). Cela prouve que II appartient en fait à la sous-algèbre 



H. 



w 



[[h, h'] 



Dans la relation (7), le terme à droite de l'égalité est l'image de II par le morphisme de C[[A, A']]-algèbre qui à H associe 



H et à (y/c) l'élément C. 



VC ne désigne donc pas un élément de l'algèbre Uh,h' ( s h,g)- On utilisera souvent cette écriture dans la suite en omettant 
toutefois de faire les vérifications semblables à celles faites précédemment. 

Remarque 3.0.9. Dans [FHllb], les groupes quantiques d'interpolation nécessitent d'autres générateurs que X , H 
et C (on verra dans la section suivante que l'on peut en fait se passer de C pour définir [/(,.,;,< (sb, g))- De plus, il est 
nécessaire de considérer des puissances de certains des générateurs par d'autres générateurs, ce à quoi on peut donner 
un sens quitte à rajouter au moins autant de nouveaux générateurs qu'il n'y a de telles puissances. Ces algèbres sont en 
quelque sorte beaucoup plus grosses que les algèbres Uh,h'{sh, g), donc moins maniables, et plusieurs des résultats qui 
suivront dans les sections suivantes n'ont pas d'analogues dans [FHllb]. □ 
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t/(sb) désignera l'algèbre enveloppante de sh : c'est la C-algèbre engendrée par X , H, et définie par les relations 

[H,^] = ±2X ± , [X + ,X~] = H. 

Le centre de t/(sb) est l'algèbre des polynômes en l'élément de Casimir 

C ~ (H + lf + <iX~X + = (H-lf + AX + X~ , (11) 

voir par exemple [Kna02, p. 304]. 

Rappelons par ailleurs la définition du groupe quantique Uh(sh) (qui est une déformation formelle triviale de t/(sb) : 

voir par exemple [CP95, 6.4]). 

Il s'agit de la C[[h]] -algèbre topologiquement engendrée par les éléments X , H, et définie par les relations 

v-±i _ ±ov± riH- v~i __ sïnh(hH) 



[-ff,X ± ] = ±2X ± , [X + ,X~] = 



sinh(/i) 



On notera par ailleurs U r h{s\a) (r € N>i) la C[[/i]]-algèbre topologiquement engendrée par les éléments X , H, et définie 

par les relations 

{ H,X±] = ±2X\ [X\X-] = ^g|). 

smh(rft) 

En d'autres mots, E/ r h(sb) est simplement obtenue à partir de Uh(sh) par renormalisation du paramètre h. 

Exemple 3.0.10. Dans la définition 3.0.8, considérons le cas où g = 1. On a P = 1 pour le polynôme d'interpolation 
définie dans (8). Par suite Uh,h'(sl2, 1) est la C[[h, /i']]-algèbre topologiquement engendrée par X + , X~ , //, C et définie 
par les relations 

PJ è ] = [C,H] = 0, 

[-ff,**] = ±2X ± , 



x ± x t = tt Wr) fl " - (QT) 



Q T - Q- 1 ^ 1 



Ht ■■= -{VC + eH^ej, où ee{-l,l}. 



La relation suivante est vérifiée dans Uh,h'{sh, 1) : 

+ (QT) H - (QT)- H 

[ ' J QT-Q-iT-i ' 

Par conséquent, C/^/ (sb , 1) contient naturellement un quotient de la C[[/i"]]-algèbre Uyi (sb) (toute C[[h, /i']]-algèbre, et 
en particulier Uh,h'{sh, 1), est naturellement munie d'une structure de C[[/i"]]-algèbre où h" agit par h + h'). D'après la 
proposition 4.1.2 énoncée un peu plus loin, on voit que [/^"(sb) est en fait une sous-algèbre de Uh,h'(sh, 1). En notant 
hS 3 ' — h — h' , Uh,h'(sla, 1) apparaît comme la déformation constante de C//i»(sb) selon /r 3 '. 
Cette situation est particulière à g = 1. Pour g > 2, t/h,;,'(sb,g) n'est plus une déformation formelle constante selon /i' 3 ' 
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du groupe quantique usuel. En particulier, on remarque que la symétrie entre h et h', observée pour g = 1, est brisée 
pour g > 2. □ 

Remarque 3.0.11. Les groupes quantiques Uh,h'(sh,g) pour g = 1, 2 et 3 correspondent aux groupes quantiques 
d'interpolation appelés élémentaires dans [FHllb], et respectivement notés U q ,t(Ai), U q ,t(Bi) et U q ,t{Gi). 
Ces groupes quantiques d'interpolation élémentaires permettent de donner une définition dans [FHllb] d'un groupe 
quantique d'interpolation de Langlands associé à une algèbre de Lie simple de dimension finie. Dans cet article, la 
définition donnée est valable quelque soit g, ce qui permettra d'associer des groupes d'interpolation de Langlands à toute 
algèbre de Kac-Moody (symétrisable). □ 

4 Propriétés des Groupes Quantiques d'Interpolation 

On étudie ici les groupes quantiques d'interpolation de Langlands Uh,h' (sh,g) définis précédemment. La section est 
divisée en cinq sous-sections. 

Dans la première on montre que les groupes quantiques d'interpolation s'avèrent être des doubles déformations formelles 
triviales de [/(sb), et plus encore, des déformations triviales selon h (ou h') du groupe quantique usuel associé à sh : 
voir le théorème 4.1.3. Il s'agit là d'un fait nouveau et d'un point clé de l'article. 

Les deux sous-sections qui suivent donnent différentes propriétés des groupes quantiques d'interpolation, obtenues grâce 
aux structures de double déformation de ceux-ci. La plupart, comme expliqué dans la remarque 3.0.9, n'ont pas d'analogues 
dans [FHllb]. 

On prouve notamment l'existence d'une décomposition triangulaire de Uh,h'(sh,g) (voir la proposition 4.2.4), qui sera 
un outil efficace, par exemple pour l'étude des représentations. 

Dans la quatrième sous-section, on donne quelques propriétés de symétrie de Uh,h'{sh,g)- Enfin dans la dernière sous- 
section, on définit rigoureusement ce que signifie spécialiser Uh,h' ( s '2,<?) en Q = e, et on établit un lemme crucial pour 
notre étude : voir le lemme 4.5.2 et la remarque 4.5.3. 

4.1 Doubles déformations 

La proposition un peu technique qui suit est fondamentale, elle contient en quelque sorte le noyau dur de la preuve que 
Uh,h'(sh,g) admet des structures de déformations de U (3(2) et du groupe quantique usuel : voir le théorème 4.1.3. 

Proposition 4.1.1. Il existe un isomorphisme de C[[h, /t']]-algèbre 

4, : U hA ,(sl 2 ,g) ^ U(sk)[[h,h'}}, 
où C/(sl2)[[/i, h']] désigne la déformation formelle constante de {/(sh), et tel que 

1>(H) = H, ^(C) = C, i>{X~) = X-, 



MX+) = 



n 

e=l,— 1 



V 






X+, (12) 



□ 
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Avant de donner la démonstration de cette proposition, commençons par expliquer le terme à droite de l'égalité (12). 
H, est défini comme dans la définition 3.0.8 : 



Ht -if- 



Dans C[H, VC][[h, h']], la série formelle 



(QT fiï = +} «) ffe - (QT 



{Ht} Q 



-H+ 



2 sinh 



h + h'{H+} )H, 



est divisible par ( h + h'{H^} ) H^ . La série 



)T { "Ï ) Q 



)-i t -{h c } q = 2smh(h + h'{H+} c 



est quant à elle divisible par h + h' {H^~}q dans C[H, vC][[h, h']]. Le quotient 



F 



M+X_\ H . 



QT {H ^Q) ' - (QT {H ' } Q 



s+}^-** + \ 



V 



if-i H+(QT^ R ^Q - Q-iT 



'{Bt} c 



I 



a donc un sens dans C[H,vC][[h, h']] une fois les divisions faites. De la même manière que dans la définition 3.0.8, on 
vérifie que F appartient en fait à la sous-algèbre C[H, (vC) 2 ][[h, h']]. 

Le terme à droite de l'égalité dans (12) est défini comme l'image de F par l'unique morphisme de C[[h, /i']]-algèbre qui 
envoie H sur H et (vC) 2 sur C. 



Démonstration. Pour prouver l'existence du morphisme -0, il s'agit, d'après le point 4) de la proposition 2.1.2, de voir 
que 

U(X+),i,(X-),i,(H),i>(C)) 



vérifient les relations définissant Uh,h'(sh)- 

• Puisque ip envoie C sur l'élément central C, les relations suivantes sont immédiatement vérifiées 

MC),^**)] = [>P(C),iP(H)] = 0. 



[i>{H),i>{X-)\ = [H,X-] = -2X- 



-2tj)(X' 



• L'élément 



11 



i 1 .! h+{qt^^q - q-it-^ + >q) 



n 
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appartient à la sous-C[[h, /i']]-algèbre topologiquement engendrée par H et C, donc commute avec H. Par suite, 



[ip{H),tp(x + )] = [H,nx + ] = n[H,x + ] = 2nx + = 2tp(x + ). 



• Dans U h (sh), on a X+X- =\C- \(H - l) 2 = H+ H± u donc 



^(x+)^(x- 



n 



-i t -{h+} q \ 



|yi« c > Q _ 



/ 



i> 



n 

e=l,-l 



Qr R+1 « - q- 1 ï , -f ff «'>Q 



Toujours dans [/^(sfe), on a X i?e = H e X , donc 



X' 



( 

n 

r 1 - 



QT 



:**>«)' 



{^>o\-^\ 



H+(QT^Q - Q-iT-f^ + >«) 



/ 



n 



/ 



) J-l^e >q\ ' \ 



V" 



i-i c(gr ft! « - q-it- {j ^>«) 



X~ 



Par ailleurs, X"X+ = \C - \{H + l) 2 = H^ HZ 1 , donc 



^(A-)^(A- 1 



n 

=1,— 

/ 

V 



Q T {»e >Q 



h; 



QT 



{*.->«)" 



QT {S " } Q _ Q-i r -{ S e } 

J/.7 



n 



Q T {H " } « 



T {«a^ H « \ 



i-l QT {H " } Q - Q-i T-t*" >« 



On peut définir un inverse ijji de ijj en posant 



Vi(Jî) = h, MX') = jt 



mx + ) = n — - — - '- 



X H 



(13) 



En reprenant la discussion précédant cette démonstration, on voit que le terme à droite de l'égalité (13) est bien défini 
il faut remarquer que la série formelle 



(QT^Ïh) ' - (Q^»«.) c = 2sinh (h + h'{Ht} Q )H, 



une fois divisée par [h + h' {H^}q ]H£, est inversible dans C[H, VC][[h, h']]. 

On prouve grâce à des arguments similaires à ceux donnés pour rj) que 4>i est un morphisme de C[[h, /i']]-algèbre. En 

particulier on obtient que 

Mx^Mx*) = \c - \(Hti) 2 , 
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ce qui implique que ipi(C) = C et par suite que (ipi o ip)(C) = C et (ip o ijj{){p) — C. Les autres identités à vérifier, pour 
montrer que ip et tpi sont inverses l'un de l'autre, sont évidentes. ■ 

La proposition 4.1.1 montre en particulier que la C[[h, /i']]-algèbre Uh,h'(sh,g) est isomorphe à la déformation formelle 
constante de U(sh) selon h et h'. 

Il existe une autre façon, plus naturelle, d'identifier les C[[h, /i']]-modules Uh,h'{sh,g) et U(sh)[[h, h']], et par suite une 
façon plus naturelle de voir Uh,h'(sh,g) comme une déformation formelle de U(sh) selon h et h'. On identifie la base 
((X-) a H b (X+) c ) de U(sk) avec la famille ((X-) a H b (X+) c ) de U h h i(sh,g), qu'on vérifie en effet être une 

V / a,b,c£N V /a.b.ceN 

base topologique dans la proposition suivante. 

Proposition 4.1.2. Soit g G N>i. 

Uh,h'(sh,g) admet pour base topologique la famille ((X~) a H b (X + ) c ) . □ 

Démonstration. On utilise l'isomorphisme ip de la proposition 4.1.1 et le théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt pour sb, 
en remarquant que 

ip(H) = H mod(h,ti), ?/'(X ± ) = X ± mod(h,ti). (14) 



Comme indiqué plus haut, l'existence de cette base topologique fournit un isomorphisme C[[h, /i']]-linéaire naturel 
B h ' h : U(sl2)[[h, h']] ^> Uh,h'{^2,g), puis, par transport, une structure de C[[h, /i']]-algèbre sur U(sl2)[[h, h']]. 
En considérant ci-dessous U(sl2)[[h, h']] à gauche muni de cette structure et U(sl2)[[h, h']] à droite comme la déformation 
constante de U(sh), 

^oB h ' h ' : U(sh)[[h,ti]] -4 U(sl 2 )[[h,ti]] 

est alors un isomorphisme de C[[h, /i']]-algèbre. En utilisant (14) on en conclut que la structure transportée par B h ' h sur 
(7(5(2) [[h, h']] est une déformation formelle de [/(sb) par rapport h h et h' , qu'on notera par abus de langage Uh,h'(sh, g)- 

Uhish) admet comme base topologique la famille de monômes (X~) a H b (X + ) c avec a, b, c £ N : voir par exemple [CP95, 
6.4]. De même que précédemment, par transport on définit sur [/(sb)^]] une structure de déformation formelle de 
[/(sb) par rapport à h, qu'on notera par abus de langage Uh{sh)- 

Dans le quotient Uh,h'{si2,g)/{h' = 0) les relations suivantes sont vérifiées : [H, X ] — ±2X et 

[X + ,X~] = x + x~ - x~x + 

Q VC +Q -VC Q H-l +Q -H+l Q VC +Q -VC Q H + 1 +Q -H-1 

(Q-Q- 1 ) 2 " (Q-Q- 1 ) 2 " (Q-Q- 1 ) 2 (Q-Q- 1 ) 2 

Q H -Q- H 
Q-Q- 1 ' 

Cela prouve l'existence d'un morphisme de C[[/t]]- algèbre 

U h (sk) = U(sl2)[[h}} — » U h , h ,{sh,g)/{ti = 0) = U{sh)[[h,ti]]/{ti = 0) = U(sl 2 )[[h]} 
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égal à l'idendité. En d'autres mots Uh,h'{sh,g) — U(sfa)[[h, h']] — U(sl 2 )[[h]][[h']] est une déformation formelle selon h' 
de U h (sh) = U(sl 2 )[[h]]. 



De manière similaire, on voit que Uh,h'(sh,g) est une déformation formelle de Uh'(sl 2 ) selon h : il faut remarquer que 
dans le quotient Uh,h'(sh,g)/(h = 0) on a P(Q H " ) = 1. 



L'isomorphisme ip de la proposition 4.1.1 induit un isomorphisme de C[[fo]]-algèbre 

ip := lim V : U h (sh) -=+ U{sl 2 )[[h}} , 

h'—ïO 

qui n'est autre que l'isomorphisme de [CP95, prop. 6.4.6]. Pour le voir, il suffit de calculer ip sur les générateurs X et 
H, faisons-le pour X + (c'est évident pour les autres) : 



<P{X" 



n- R t , 



TT y~ 

i 1 -! s+ (q - q-i; 



(C-(JÏ-l)2)(Q-Q-i) 2 



/ cosh /i(J7 — 1) — cosh ftvC . 
I ((# _ 1)2 _ c) sinh 2 h 



À" 



On pose (^ l'unique isomorphisme de C[[h, h']] -algèbre tel que le diagramme suivant est commutatif : 



U h (sl 2 )[[h'] 




Q h '(v) 



U h ,h'(sh,g) 



U(si 2 )[[h,h'} 



De la même manière, on a l'existence d'un isomorphisme de C[[/i']]-algèbre 



ip' := limV : U h ,(sh) ^ U(ah)[[h']] 

h->0 



et d'un unique isomorphisme cj>' de C[[h, /i']]-algèbre, de telle sorte que le diagramme précédent se complète par symétrie 
en le diagramme commutatif suivant : 



U h (si 2 )[[h'] 



(15) 




Q h ' (v) 



Uh,h'(sk,g) 



U(sl 2 )[[h,ti] 




Q h (.v') 



U h ,{s\ 2 )[[h] 
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On résume la discussion précédente dans le théorème 4.1.3 suivant, qu'on illustre par le diagramme commutatif 



U h (sh) 



U h ,h'(sh,g) 




U h ,{sh) 



Théorème 4.1.3. 1) Uh,h'{sh,g) est une déformation formelle triviale de U(sfa) selon h, h'. 

2) Uh,h'(sh, g) est une déformation formelle triviale de Uh(sh) selon h'. 

3) Uh,h'(sh,g) est une déformation formelle triviale de U^'ish) selon h. 



D 



Remarque 4.1.4. La cohomologie de Hochschild de U(sh) est nulle en degré 2 : voir par exemple [Gui80, 11.11]. le 
théorème 2.4.6 et le lemme 2.4.3 donnent donc une preuve que les déformations formelles précédentes sont triviales. La 
proposition 4.1.1 a toutefois l'avantage de fournir explicitement des isomorphismes avec les déformations constantes. D 

Remarque 4.1.5. Le théorème 4.1.3 signifie en particulier que les groupes quantiques d'interpolation Uh,h'{sh, g) ne 
sont en fait pas plus gros que l'algèbre enveloppante Uish) (seul l'espace des scalaires est grossi). Par ailleurs, il permet 
de formuler le fait qu'ils sont des objets comparables à U(sh)- □ 

4.2 Corollaires 

Ici on donne des corollaires des résultats de la section précédente. Ces résultats sont nouveaux. 

Le premier est une conséquence immédiate de la proposition 4.1.2. Il précise que Uh,h'{sh,g) est pour ainsi dire défini à 

partir de seulement trois éléments X~ , H et X + . 



Corollaire 4.2.1. Uh,h'i s h,g) est topologiquement engendrée par les éléments X et H. 
Comme conséquences immédiates de la proposition 4.1.1, on a les deux corollaires suivants. 



D 



Corollaire 4.2.2. U h , h >(sl2, g) est intègre. 

Corollaire 4.2.3. Le centre de Uh,h'(sh, g) est topologiquement engendré par C et isomorphe à C[C][[/i, h'] 



D 



D 



On donne maintenant un résultat de décomposition triangulaire, analogue à ceux que l'on connaît pour Uish) et UhisXoî). 
On note U^ h ,(sl2, g), U® h i(sk,g) et U£ h ,(sh,g) les sous-C[[/i, /i']]-algèbres de Uh t h'{s\.2,g), topologiquement engendrées 
respectivement par X~ , H et X + . 

D'après la proposition 4.1.2, elles sont, en tant que C[[h, ft']]-algèbres, canoniquement isomorphes respectivement à 
C[X-][[h,h% C[H][[h,h']] et C[X + ][[h, h']}. 

Proposition 4.2.4. Uh,h'( s ^2,g) admet une décomposition triangulaire : 



U h ,h>(sh,g) ^ U Kh ,{sh,g) ®c[[h,h'}} U° }h ,{sl 2 ,g) ®c[[h,h']] U+ h ,(sl 2 ,g) : 



(16) 
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où l'isomorphisme de C[[h, /i']]-modules est défini par la multiplication de Uh,h'(sh, < 



x (Sx (Sx i-> x ■ x ■ x , avec x a G U^ h j(sh,g), s G {— ,0,+}. 



□ 



Démonstration. C'est une conséquence de la proposition 4.1.2. 



4.3 Autre présentation 



On donne ici une autre présentation des algèbres Uh,h'(sh,g)- Elle présente l'avantage de ne faire appel qu'aux 
générateurs X et H. Les résultats ici sont nouveaux. 



Uh,h'(sl2,g) est engendrée par X , H et C. Le corollaire 4.2.1 signifie donc que C peut s'écrire en fonction de X et H. 
Plus précisément, on a le résultat suivant. 

Définition-Proposition 4.3.1. Soit C{X ± , H}° le sous-C-espace vectoriel de C{X ,H) engendré par les monômes de 
la forme 

(X-) a H b (X + ) a , a,feGN. 

1) Il existe une unique famille d'éléments C„. m G C(X ± , H)° , avec n, m G N, telle que dans U h>h i(sh,g) 

C = Y. C n , m h n {ti) m . 

n,m G N 

2) Il existe une unique famille d'éléments a n ,m € C{X , H)°, avec n, m € H, telle que dans Uh,h'(sh,9) 

[X+,X-] = ^ a n , m /i"(/i') m . 



n 



Démonstration. La proposition 4.1.2 implique que le sous-C[[/i, h']] -module de Uh,h'{sh,g) topologiquement engendré 
par les monômes de la forme 

{X-) a H b (X + ) a , a,beN 

est égal à la sous-C[[/i, /i']]-algèbre de U hth i(sh, g) commutant avec H. En effet on a 

[H,(X~) a H b (X + ) c ] = 2{c-a)(X-) a H b {X + ) c , pour a, 6, c G N. 

Puisque C appartient au centre de Uh,h'{sh, g) et puisque [X + ,X _ ] commute avec H, on obtient les deux points de la 
proposition. ■ 
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Proposition 4.3.2. Soient g £ N>i et Vh,h'(sl2,g) la C[[h, /i']]-algèbre topologiquement engendrée par X , H et définie 
par les relations 

[H,**] = ±2X ± , [X+,X~] = J2 oin, m h n (h') m - 

n,T7i Ç N 

Il existe un isomorphisme de C[[h, /i']]-algèbre 

¥> : V h ,h'(sla,g) —> U hjh >(sl 2 ,g), 
uniquement déterminé par ip{X ) = X et ip(H) — H. En outre, 95 vérifie : 

<P~ X {C) = ^ C n , m h"(ti) m . 

n,rn£N 

O 

Démonstration. D'après la définition des a n ,m, il existe un unique morphisme d'algèbre 

H> ■ V hM ,(sh,g) -> U Kh i{s\ 2 ,g), 

vérifiant tp(X ± ) = X ± et <p(H) = H. 

D'après les relations définissant l'algèbre Vh,h'{sl2, g), on voit que cette dernière est topologiquement engendrée par les 

monômes de la forme 

(X") a H b {X + ) c , aveca,6,ceN. 

La proposition 4.1.2 implique alors que tp est un isomorphisme. 

On a tp~ 1 (X ) = X et ip~ 1 (H) = _ff, donc, d'après la définition des C n>m , on voit que y> _1 (C) = J^„ mS N Cn,m /i' l (/i') m . 

■ 

Remarque 4.3.3. 1) Uh,h'(sh,g) est une déformation de U(sh), où la limite classique de C vérifie la relation (11) : on 
le vérifie en calculant la limite classique des relations (7) de Uh,h'(sh,g)- On a donc 

C = 4X+X- + (H - l) 2 + J2 Cn,mh n (h') m - (17) 

n + m > 1 

2) ^//^/(sb, <?) est une déformation de Uh(sÏ2), par suite : 



n / 1 f\ m 



ÏY+ v-1 exp(feH) - exp(-/tff) , ^ „ , 

[X ' X ] = exp(ft)-exp(-/ l ) + ^ 2. **.»• + l/l C») 



D 



4.4 Symétries 

On donne ici des propriétés de symétrie de l'algèbre Uh,h'(sh,g), analogues naturels de propriétés qui existent déjà pour 
[/(sb) et Uh(sh). Les résultats ici sont nouveaux. 
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Lemme 4.4.1. 1) Il existe un unique automorphisme ui de la C[[h, /i/]]-algèbre U^^'ish, g) tel que ui(X ) = X^ , 

oj(H) = —H. Il est involutif et envoie C sur C. 
2) Il existe un unique anti-automorphisme r de la C[[h, /i']]-algèbre Uh,h'{^2,g) tel que t(X ) = X , r(H) = — H. Il est 

involutif et envoie C sur C 

D 

Démonstration. Dans les deux points, le fait que Uh,h'(sh,g) est topologiquement engendrée par X~ , X + , et H 
implique l'unicité. Reste donc l'existence. 
1) Il suffit de vérifier que 

{u{X+),w{X-),u{H),u(C)) = (X-,X + ,-H,C) 

vérifient les relations de la définition 3.0.8 dans l'algèbre Uh,h'(sh,g)- Faisons-le pour les relations (7), les autres étant 
évidentes. uj{H^) = HT e , par suite 



LJ\X ± )U)\X 



=Fy± 



X + X 



n 

/ 

Y 



QT ^ Q ) Hf - (qî^V 



n 



Q T {«Ï}q 
QT 



)-i T -W} Q 



1**}^"' 






QT {H " } Q - Q- l T~ {H ° } Q 



2) Ici, il faut vérifier que 



{r(X + ),r(X~),r(H),r(C)) = (X+,X-,-H,C) 



vérifient les relations de la définition 3.0.8 dans l'algèbre U? p ?,(sl2,g), l'algèbre opposée de Uh,h'(sh,g)- Faisons- le pour 
les relations (7), les autres étant évidentes. 
r(_ffe ) = HT e , par suite 



r X" 



x+) = X T X ± = 



n 



T {»f} Q y f _ [q T ^\ 



-Hf 



< T {HÎ} Q _ Q- 1T -{Hf} Q 



n 

e=l,-l 



QT 



I^V^ 



I J>i H e }q\ 



-*£\ 



QT 



{H±} Q 



Q~ X T 



1T-W f\ 



Q 



4.5 Interpolation 

On définit ici rigoureusement ce que signifie spécialiser Uh,h'( s ^,g) en Q = s. Une fois les définitions posées, on prouve 
le lemme 4.5.2. Ce résultat est crucial dans notre étude, il exprime que toutes les relations de U g f l i(sh) peuvent être 
obtenues à partir de la spécialisation à Q — s de Uh,h'(sh,g)- 



On note A la sous-C-algèbre de C[[/i]] engendrée par Q , canoniquement isomorphe aux polynômes de Laurent en Q 



A ~ C 



[«"] 
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On rappelle que e désigne la racine (2p)-ième primitive de l'unité e" r ' 9 £ C et on pose 



9-1 9-1 k -k 

i9-t - nw. = n-^ e 



k = l 



fe=l 



e — e' 



-î 



Définition 4.5.1. Soit g G N>i. 

UA,h'(sh,g) est la sous -4[[ft']] -algèbre de Uh,h'(sh,g) topologiquement engendrée (pour la topologie (Zi')-adique) par 



C,H,X ± et Q ±H , Q^ + Q-^. 



□ 



La démonstration du lemme suivant est le passage le plus technique de l'article. Le lemme 4.5.2 assure essentiellement que 
la propriété d'interpolation de Uh,h' (s ta, g) en Q = e est vérifiée. Il est le noyau dur qui permettra de montrer plus loin dans 
l'article que la spécialisation à Q = e de Uh : h'(sh,g) contient U g h>(sh) comme sous-quotient. Par ailleurs, il généralise à 
tout g £ N>i un résultat analogue dans [FHllb]. Sa preuve n'est en toutefois pas une simple généralisation/adaptation. 
Dans [FHllb] l'algèbre quantique duale de Langlands est réalisée de plusieurs manières différentes comme sous-quotients 
de la spécialisation à Q = e du groupe quantique d'interpolation de Langlands. Ici, la réalisation est plus universelle 
puisqu'elle ne fait intervenir qu'un seul sous-quotient. De manière plus précise, on obtient l'algèbre quantique duale en 
imposant à Uh : h'{sh,g) moins de relations qu'il n'est fait dans [FHllb] pour chacune des réalisations. 



Lemme 4.5.2. Dans la C[[/i']]-algèbre 



U A , h/ (sh,g) / (Q 



l,Q 2 ^c + Q 



-2VC 



e 2 +e~ 



h' 



où ■ désigne l'adhérence pour la topologie (/i')-adique, on a l'égalité 



(fr-r'r 1 ) 2 Ux + y,{x-) 9 ] = {[ g -i][) 2 (t 9 -t- 9 )(t h -t- h ) 



(18) 



Démonstration. Dans Uh,h'(sh,g), la relation (7) implique l'égalité 



□ 



,{H±^ek} \ H * T^ _ ÏQ T {H±^ek} Q 



(x ± ) 9 (x^) 9 = Y] TT A jH 



Pour < k < g — 1, on peut considérer les éléments 



n fe := n 



t rp{H^^ek} Q _ Q-lrp-{H±^ek} Q 

et ïïfe := 



, rp{Hf T<=fc}ç 



Hf^ck 



T {H± Te fc} Q N ' 



(19) 
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dans l'algèbre A[H, yC, Q , Q ][[h']]. On remarque alors qu'ils invariants par la transformation Q n> Q~ . Par 
conséquent Ils appartiennent en fait à la sous-algèbre A[H,VC,Q ,Q +Q~ ][[h']]. En particulier, leurs images 
dans Uh,h>(sh,g) sont des éléments de t/^'^b, <?)■ 



La relation (19) implique dans U^ t h'(sh,g) la relation 



9-1 



n n [QT {H ^ ek} Q - q- x t- 



lrp-{Hl T=*} o\ I IV ± \S(yT\9 



k=0 e=l,-l 



(x*) 9 (x+y 



9-1 

n n 

fe=0 e=l,-l 



q^T-'U"' Tefe _ (QT {H ^ £k} Q 



(20) 



Pour < k < g — 1, les éléments Ilfe et Ûk sont invariants par la transformation Q H \-ï —Q H , ainsi que par la 
transformation Q^ >->• -Q^° . Ils appartiennent donc à la sous-algèbre A[H, C, Q ±2H ,Q 2 ^ + Q _2 ^][[fr']]- 



Par ailleurs le morphisme de ,4-algèbre 



-,±2» ^,2-Zc . ^-2%/C 



A[Q^ M ,Q JVU +Q-^} — ► ^[Q ±Hc ] e6{ -i,i } , ae{ -, +} 



défini par 



1±2H . ^-,2iï+ /n -2H , , rfl-JC . ^-2%/C 

/ M> Q 1 Q - 1 et Q +Q 



•) 2H i n 2H -i 



2fl, T A1 -2H 1 



Q~ zai Q 



induit un isomorphisme 



A ~ .4[Q ,Q 



±2H /n 2v / C | ^,-2701 / /,o2H _ -, ^,2VC , f^-IsfC _ 2 . -2 



] / (Q 2iJ =l,Q 2VG +i 



= e + e 
^[Q ±H °] ee{ -i,i}, ae{ -, +} /(Q H? =£ (1 ~ ae)/2 ) * A, 



et par suite un isomorphisme de C[H, C][[/i']]-algèbre 



X := 



^[iï,C , ,Q ±2H ,Q 2N/S7 + Q- 



2^C 



e, Q 2H = 1, Q 2 ^7 + Q-2^c = £ 2 + e -2 



[[h'] 



'a[h,c,q ±h -] 



eS{-l,l},oe{-,+} 



(Q = S, Q H ? = g(l-ae)/2^ 



[{h'}) ■ 



Par conséquent, dans A4, on a 



9-1 



n n 

fc=0 e=l,-l 



Ûff^T^lg _ Q- 1 -jn—fH^T**},; 



_-1n2 9 -2 



feT-e-^- 1 ) 2 



(21) 
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^ n n 

fc=0 e=l,-l 



QT 



{H± T efc} ,\ fl «ï e ' 



9-1 



QT^ 



n 



£ — £ 



TT ('y«*+(9- 1= Feff±e)/2 _ J.--ff± - (fl- l=Fe a ±e)/2\ 



9-1 

n 



T 



Vc+s-i 



T 



-\/C — g-\-l t~F9 rpH m±</ rp — H 



(22) 



Dans le quotient !&,,,/ (sfe,ff) / (Q = e, Q 2H = 1, Q 2VU + Q- 2 ^ = e 2 + £- 2 ) , les relations (21) et (22) impliquent 
l'égalité 



(e - e" 1 ) 29 " 2 (sT- e^T- 1 ) 2 (X ± ) 9 (X =F ) 9 

n (**-*-* 



T 



vC+9— 1 I 7^ — vC — 9+1 rji^fg rjiH rp±grp — H 



On obtient (18) en faisant la différence de (*+) et (*_). 

Remarque 4.5.3. D'après le lemme précédent, dans le localisé par rapport à h' 



U A ,h'{sh,g) I (Q = e, Q 2 » = 1, Q 2 ^c + q~2Vc = £ 2 + e - 2 ) 



les éléments 



L Y + 



lrp-l\2 frpg _ rp-g\-2 /v +-,g 



vérifient 



x+ := (b - i]l) (sT - r'r 1 ) (f - r») (x 



L X- --(X-) 3 , et L H := — 



[ i ff, i X ± ] = ±2 i X ± , [ L X+, L X-] = sinh (g ft,Lg ) 



(*±) 



sinh(gft') 

Autrement dit, la sous-C[[/i']]-algèbre engendrée par L X ± et L H, que nous noterons { L X ± , L H}, est un quotient de 

tV(3l2). 

Nous verrons, après avoir établi la dualité de Langlands pour les représentations des groupes quantiques de rang 1, que 
{ L X , L H) est en fait isomorphe à U g h>(sh) ■ voir le théorème 6.0.17. D 



5 Théorie des Représentations des Groupes Quantiques d'Interpolation 

Dans cette section, on étudie la théorie des représentations de Uh,h'(sh,g)- On commence, en utilisant la décomposition 
triangulaire de Uh,h'{sh, g) (proposition 4.2.4), par construire des modules de Verma de Uh,h'(sh, g), déformations selon 
h' pour chaque g € N>i, des modules de Verma de Uh(sh) correspondants. Comme pour sh et Uh(sh), on peut en 
donner une description explicite. Voir la proposition 5.0.4. 

Pour chaque g £ N>i, on définit ensuite une déformation selon h' des représentations de Uhish) de rang fini L (ri) 
(n G N). Voir la proposition 5.0.6. Comme pour sh et Uh(sh), cette déformation peut-être réalisée comme quotient du 
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module de Verma de Uh,h'{sh,g)- 

On utilise ensuite les outils de la section 2 pour décrire précisément la catégorie des représentations de rang fini 
de Uh,h'(sh,g) '■ voir le théorème 5.0.8. On obtient notamment que toute représentation de sb de dimension finie 
peut-être déformée en une représentation de Uh,h'{sh,g), que la catégorie possède la propriété de Krull-Schmidt 
(toute représentation est, d'une manière unique, somme directe de représentations indécomposables), et que ses seules 
représentations indécomposables sont les déformations de L h (n) (n £ N) mentionnées précédemment. 
Ces résultats sur la catégorie des représentations de rang fini des groupes quantiques d'interpolation de Langlands de 
rang 1 sont nouveaux. Dans [FHllb], pour g — 2,3 des modules de Verma sont définis, ainsi que des déformations des 
représentations irréductibles de dimension finie L q (n) de UqÇsh). Toutefois une étude systématique de la théorie des 
représentations de dimension finie des groupes quantiques d'interpolation de rang 1 n'est pas faite. Celle-ci semble 
difficilement réalisable du point de vue de [FHllb], du fait notamment du nombre trop important de générateurs des 
groupes quantiques d'interpolation. 



Soit g £ N>i. Le groupe quantique d'interpolation Uh,h'(sh,g) est, d'après le théorème 4.1.3, une déformation de [/(sfe). 
n reprenant les définitions de la section 2, on rappelle qu'une rep 
-espace vectoriel V et par une action de Uh,h'{sl2,g) sur V[[h, h']]. 



En reprenant les définitions de la section 2, on rappelle qu'une représentation V h ' h de Uh,h'{sh,g) est donnée par un 



La représentation V ' est une représentation de poids si le C[[h, /i']]-module V ' admet une décomposition en somme 
directe : 

yh y = V h,h- ^ avec v y := {/ € y h y . Hf = nf} (23) 

nez 

Remarquons que V„' h (n £ Z) est un sous-C[[/i, h']] -module fermé de V (en effet, H est C[[h, /i']]-linéaire, donc 
continu). 

Un élément / £ V^ est appelé un élément de poids n, et si X + ./ = 0, / est appelé un élément de plus haut poids n. 
Si V^' h / (0), alors n est appelé un poids de V h ' h et V^ ,h un espace de poids de V h ' h . On notera wtV h ' h l'ensemble 
des poids de V h ' h ' . 

La catégorie additive C[[h, /i']]-linéaire des représentations de Uh,h'(sh,g) de rang fini sera notée C h ' h (sl2,g). 

On pose U :— U(sfo). On rappelle que le module de Verma M(n) de (7(5(2) (n £ Z) est donné par : 

M{n) := U /(UX + + U(H-nl)). 

En notant ma £ M(n) l'image de 1 £ U, et m,j :— (X~) ] .mo (j £ N), on obtient une base (m,j)j e ^ de M(n) telle que 

H.uij = (n — 2j) irij , 
X~ .rrij = rrij+i , 
X .rrij = j(n — j + l)rrij-i , (on pose m_i :— 0). 
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On pose U h := Uhish)- Le module de Verma M h (n) de Uh(sh) (n £ Z) est donné par : 

M h (n) ■- U h /(u h X + + U h (H-nl)y 

On pose U h ' h ' := U hih t(sh,g) et on définit le module de Verma M h ' h ' (n,g) de U hth /(sla,g) (n £ Z) : 

M h ' h '{n,g) ~ U h ' h ' /(U h ' h 'x++ U h ' h ' (H - ni)) . (24) 

Uh,h'(sh, g) = U(sh)[[h, h']] (on rappelle que cette égalité doit être interprétée en considérant la base donnée dans la 
proposition 4.1.2) est une représentation, appelée régulière, de Uh,h'{sh,g) en considérant l'action par multiplication à 
gauche. C'est une déformation de la représentation régulière de Uish)- 

Puisque X+H = HX+ - 2X+ , on a l'égalité de C[[h, /l']]-module 

U h,h' x++ V h,h' ^ R _ nl -) = ( Ux + + U{H-nl))[[h,ti]}. 



Le sous-[/( l ^'(sl2,s)-module V ' X + + U ' (H — nl) de la représentation régulière est donc une sous-représentation, 
et par suite une déformation formelle de la représentation U X + + U(H — nl) de [/(sb). 

On en déduit que M h,h (n,g) = M(n)[[h, h']] est une déformation formelle du module de Verma M(n) de U(sl2) selon h 
et h' (remarquons que cela prouve en particulier que M h ' h (ri, g) est non trivial). 

De la même façon, M h (n) = M(n)[[/i]] (n £ Z) est une déformation du module de Verma M(n) de U(sh) selon h et 
M h ' h (n,g) est une déformation de M h (n) selon h'. 

On résume ce qui précède, et on donne une description explicite du module M h ' h (n, g), dans la proposition 5.0.4 suivante. 

Proposition 5.0.4. Soient n £ Z et g £ N>i. 

1) M ' {n,g) est une représentation de rang infini de Uh^i(sh,g)- 

2) M ' (n,g) est une déformation formelle du module de Verma M(n) de [/(sb) selon h et h'. 

3) M h ' h (n,g) est une déformation formelle du module de Verma M h (n) de Uh(sh) selon /i'. 

4) Le module de Verma M h ' h (n, g) est une représentation de poids. 

5) L'action de Uh,,h'(sh,g) sur M h ' h (n,g) est donnée dans la base topologique (mj^gN par : 



H.rrij — (n — 2j) rrij , 
C.rrij = (n + 1) mj , 
X~ .rtij — rrij+i , 



D 
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Démonstration. Les trois premiers points ont déjà été prouvés. 

On utilise les relations de la définition 3.0.8 de Uh,h'(sh, g) et le fait que rrij = (X~) 3 .mo (j £ N) pour montrer le dernier 

point. 

En examinant l'action de H, on obtient que M h ' h (n,g) est une représentation de poids avec M n '_ 2 -(n,g) = C[[h, h']].m,j 

(j £ N) et 

M h ' h '(n,g) = ©M n %(n, 9 ). 

J6N 



L'action de Uh{sk) sur M (n) (n £ Z) est donnée dans la base topologique {mj)j e n par : 

H.rrij = (n — 2j) nij , 
X~ .rrij = rn,j+i , 
X + .m J = \j] Q [n-j + l] Q mj-i, 

Formellement donc, le module de Verma M h ' h (n,g) de Uh,h'(sh, g) s'obtient à partir du module de Verma M h (n) de 
Uh(sla), en remplaçant les boîtes quantiques [o]q par les boîtes Ho T {a} (a £ Z). 

Les modules de Verma de Uh,h'{sh,g) vérifient la propriété universelle suivante. Sa démonstration s'obtient 
immédiatement à partir de (24). 

Proposition 5.0.5. Si V h ' h est une représentation de Uh,h'(sl2,g) et / £ V ' un élément de plus haut poids n, alors 
il existe un unique morphisme 

tp : M hy {n,g) -S- V h ' h ' 

qui vérifie ifi(mo) — /. D 

On rappelle que la représentation irréductible de dimension finie L(n) de U(sh) est obtenue comme quotient de M(n) 

par la sous-représentation © 7>n+1 Crrij. 

Un) admet alors comme base la famille des vecteurs m,j (0 < j < n) et l'action de U(sh) sur Un) est donnée par 

H.nij — (n — 2j) rrij , 
X .nij — Tnj+i , 
X + .mj = j(n- j + l)m j - 1 , 

(on pose m_i = m n+ i := 0). 

Une sous-représentation V[[h, h']] de M h ' h (n,g) — M(n)[[h, h']] vérifie en particulier H.V C V . L'action de H sur M(n) 
étant localement finie et semi-simple, elle l'est aussi sur V. Par suite V admet comme base une sous-famille de (mj)j 6 N- 

D'après le point 5) de la proposition 5.0.4, M h,h (n,g) admet une sous-représentation non triviale si et seulement 
si n £ N. Dans ce dernier cas, il existe une unique sous-représentation non triviale : ©j>„ +1 Cmj) [[h, h']] qui est 
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isomorphe à M h ' h (— n — 2) d'après la proposition 5.0.5. 

On note L h ' h (n,g) la représentation quotient, de rang fini égal à n + 1. 

On définit de la même manière la représentation de rang fini L h (n) de Uh{sh)- 



Par des arguments similaires à ceux donnés dans le cas des modules de Verma, on vérifie que L ' (n, g) est une 
déformation selon h et h' de la représentation irréductible L(n) de U(sh), et une déformation selon h' de la 
représentation L h (n) de Uhish)- 

On résume ce qui précède, et on donne une description explicite de L h ' h (n, g), dans la proposition suivante. 

Proposition 5.0.6. Soient n € N et g G N>i. 

1) L ' in, g) est une représentation de Uh^'(st2,g) de rang fini égal à n + 1. 

2) L h ' h (n,g) est une déformation formelle de la représentation irréductible L(n) de U(sh) selon h et h'. 

3) L h ' h (n,g) est une déformation formelle de la représentation L h (n) de Uh(sh) selon h'. 

4) L i ' (n, g) est une représentation de poids. 

5) L'action de Uh,h'{sh,g) sur L h ' h (n,g) est donnée dans la base topologique {m^oKjKn par : 

H.rrij = (n — 2j) ttij , 

C.mj = (n + 1) mj , 

X~ .rrij = ?7ij+i , 

X + .m 3 = [i] QT{3 - } [n - j + 1] QT{ „_,. +1} mj-i , 

D 



Démonstration. Les trois premiers points ont déjà été prouvés. 

Le dernier point est une conséquence du point 5) de la proposition 5.0.4. 

En examinant l'action de H, on obtient que L h ' h in, g) est une représentation de poids avec L n '_ 2 jin,g) = C[[h, h']].mj 

(0 < j < n) et 

L h ' h in, g) = L^ 2:j in,g). 

0<j<n 



L'action de Uuish) sur la représentation L h in) in £ N) est donnée par : 

H.nrij = (n — 2j) rrij , 
X .rrij — mj+i , 
X + .nij = \j\ Q [n-3 + l\Qmj-i. 

Ici encore, il suffit de remplacer, comme expliqué plus haut, les boîtes quantiques de la représentation L h (n) de Uhi&h) 
pour obtenir la représentation L ' in, g) de Uh,h'(sh)- 
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Remarque 5.0.7. Pour g — 1,2,3, des analogues des représentations M h ' h (n,g) et L h ' h (n,g) existent dans [FHllb]. 
Toutefois celui de M h ' h (n, g) n'apparaît pas comme un module de Verma (les groupes quantiques d'interpolation 
de Langlands dans [FHllb] n'admettent a priori pas de décomposition triangulaire), quotient de la représentation 
régulière. □ 

On note C(sb) la catégorie abélienne des représentations de dimension finie de l'algèbre de Lie sh- On rappelle que 
C(sb) est une catégorie semi-simple : voir par exemple [Hum78, II.6]. Semi-simple ici signifie que toute représentation 
de dimension finie de sb est une somme directe finie de représentations irréductibles. 



D'après la section 2 sur les déformations formelles, on dispose du foncteur additif : 

lim : C h ' h '(sh,g) —¥ C(sh). 

On note Rep(s(2) et Rep h,h (sh,g) les groupes de Grothendieck des catégories additives respectives C(sh) et C h ' h (sh,g)- 
On dira qu'une catégorie additive C possède la propriété de Krull-Schmidt si chaque objet dans C est une somme directe 
d'objets indécomposables, les facteurs composant la somme étant uniques à isomorphisme et ordre près. 

Le théorème suivant donne plusieurs résultats nouveaux sur la catégorie des représentations de rang fini de Uh,h'(sh,g)- 
Ceux-ci n'ont pas d'analogues dans [FHllb]. 

Théorème 5.0.8. 1) Toute représentation V € C h (sh) admet une déformation V h ' h dans C h ' h (sh,g). 

2) Deux représentations dans C h ' h (sb, <?) sont isomorphes si et seulement si leurs limites classiques le sont. 

3) Le foncteur lim hih i^, : C h ' h (sh,g) — > C(sb) induit un isomorphisme additif 



lim 

h,h'-M) 



Rep ' [sh,g) -^+ Rep(sl2) 



du groupe de Grothendieck Rep' 1 '' 1 (sh,g) sur le groupe de Grothendieck Rep(sb). 

4) La catégorie C h ' h (sh,g) possède la propriété de Krull-Schmidt. 

5) Pour tout n £ N, la représentation de rang fini L ' (n,g) est indécomposable. Pour toute représentation V h ' h de 
Uh,h'{sh,g) de rang fini indécomposable, il existe un unique n £ N tel que V h ' h est isomorphe à L h ' h (n,g). 

6) Toute représentation dans C h ' h (eh, g) est une représentation de poids. 

D 



Démonstration. On note C la catégorie des représentations de rang fini de la déformation formelle constante 
[7(5(2) [[h, h']}. On sait d'après le théorème 4.1.3 que Uh,h'(sh,g) est une déformation formelle triviale de f/(sh). Il 
existe alors une équivalence de catégorie additive C[[h, /i']]-linéaire entre C h ' h (sh,g) et C, de telle sorte que le diagramme 
suivant commute : 

C ^C h ' h '(sh,g) (25) 





C(sb) 
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Soit V € C(sh), d'après le théorème 2.4.7 et puisque Jï 1 ((7(sl 2 ), EndcV") = (voir par exemple [Gui80, 11.11]), toute 
déformation V h ' h dans C de V est équivalente à la déformation formelle constante de V. 



Après ces remarques, démontrons dans l'ordre les différents points du théorème. 

1) Toute représentation V £ C(sh) admet une déformation dans C : la déformation constante. On conclut grâce à (25). 

2) D'après (25) il suffit de montrer le point 2) pour C. 

Le foncteur lim h j>'->o induit une application, que l'on note [lim hh /^ ]> des classes d'isomorphisme de C vers les classes 
d'isomorphisme de £(3(2). Le foncteur 

Q h ' h ' : C{sh) -> C, 

qui à une représentation V £ C(sb) associe sa déformation constante V[[h,/i']], induit clairement un inverse à gauche 
Q /l ' h de [lim h ^'-t-o]- \Q h ' h est aussi un inverse à droite, puisque toute représentation dans C est isomorphe à la 
déformation constante de sa limite classique. 

3) Les deux foncteurs précédents étant additifs, [Hm^v-j-o] et Q induisent, sur les groupes de Grothendieck de C 
et C(sh), des isomorphismes inverses l'un de l'autre. On conclut grâce à (25) encore une fois. 

4) C{sÏ2) étant semi-simple, elle possède en particulier la propriété de Krull-Schmidt. D'après le point 2) et puisque 
lim^v-K) est additif, on en déduit que C h ' h (sb,g) la possède aussi. 

5) D'après la proposition 5.0.6, la limite classique de la représentation L h ' h (n, g) est la représentation irréductible (donc 
indécomposable) L(n). Toute représentation indécomposable (donc irréductible) de 3(2 est isomorphe à un L(n) (n G N). 
On conclut en remarquant que le point 2) implique qu'une représentation de C h {s\2) est indécomposable si et seulement 
si sa limite classique l'est. 

6) D'après ce qui précède, toute représentation de Uh,h'{sh, g) est isomorphe à une somme directe de représentations 
L h ' h (n,g). On conclut grâce à la proposition 5.0.6. 



On note, en identifiant les C[[h, ft']]-algèbres U% >h ,(sh,g) et C[H][[h, h'}], 

n° : U hth ,(sl 2 ,g) -> C[H][[h,h']} 

la projection C[[h, /i']]-linéaire sur U® h :(sk,g) définie naturellement selon la décomposition triangulaire (16). 

En composant FI avec l'unique automorphisme de la C[[h, ft']]-algèbre C[iï][[/i, h'] qui à H associe H + 1, on obtient un 

nouveau morphisme C[[h, ft']]-linéaire 5 : Uh : h'(sh,g) — » C[H][[/i, h']]. 

En utilisant la remarque 4.3.3 et la description explicite de l'action de C sur les représentations L ' (n, g) donnée dans 

la proposition 5.0.6, on voit que S(C) — H 2 . Le corollaire 4.2.3 implique alors la proposition suivante, qui donne un 

équivalent pour Uh,h'(sh,g) de l'isomorphisme d'Harish-Chandra (voir [Har51], [Tan90] et [Kas95, VI. 4]). 

Proposition 5.0.9. La restriction de <5 sur le centre de Uh,h'(sh, g) définit un isomorphisme de C[[h, ft']]-algèbre 

S -. z(u hM {Bh,g)) ^ C[H 2 ][[h,h'}}, 
qui à C associe H 2 . □ 
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6 Dualité de Langlands pour les Représentations des Qroupes Quantiques en Rang 1 

Dans cette section, on étudie la spécialisation à Q = s de la représentation indécomposable L h,h (n,g) et du module de 

VermaM h - h '(n,g). 

Il est montré que ces spécialisations contiennent de manière naturelle des représentations du groupe quantique \J g y (5(2) : 

les représentations Langlands p-duales de L h ' h (n,g) et M h ' h (n,g). Voir les théorèmes 6.0.13 et 6.0.15. 

En particulier, la conjecture [FHllb, conjecture 1] concernant l'existence de représentations qui déforment simultanément 

deux représentations Langlands duales, est résolue ici dans le cas du rang 1 et pour tout g G N>i. 

La propriété d'interpolation/dualité pour les représentations permet de terminer la démonstration, entamée par le 

lemme 4.5.2, de la propriété d'interpolation de Uh,h'(sh,g) '■ voir le théorème 6.0.17. 

Soit g G N>i. Rappelons que e désigne la racine (2g)-ième primitive de l'unité e Iïr ' 9 G C 
Définition 6.0.10. La spécialisation à Q = e de Uh,h' ( s fe,g) est la C[[/i']]-algèbre 



U e ,h'(slz,g) ■= U A , h i{sh,g)/(Q = e) 



a 



On définit aussi une notion de poids pour les Uç^i (sl z , g)-modu\es. 

Un module [/^/(sïz, <7)-module V E ' h est un module de poids si il existe une décomposition en espace de poids : 

V e ' h ' = V: y , avec V? k ' := {/ G V £ ' h ' : H.f = nf} . (26) 



Un vecteur / G V£' h est appelé un vecteur de poids n. Si Vn' h 7^ (0), alors n est appelé un poids de V e ' h et V£' h un 
espace de poids de V. 

On note M A ' h ' (n,g) (n G Z) et L A ' h ' (n, g) (n G N) les sous-„4[[/i']] -modules de respectivement M h ' h ' (n,g) et L h ' h ' (n,g), 
topologiquement engendrés par les bases (irij)j^ et (rrij)o<j<n (pour la topologie (/i')-adique). On a 

M A ' h '(n,g) ~ (©Am^Uti]], L A > h '(n,g) ~ ( Am 3 )[[ti]\. 

j6N 0<j<n 

D'après les propositions 5.0.4 et 5.0.6, X ± , H, C, Q ±H et Q^ + Q'^ stabilisent M A - h '(n,g) et L A ' h ' (n,g). Par 
suite les actions de Uh,h'{sh,g) sur M h ' h (n,g) et L h ' h (n,g) induisent des actions de U^h'i^hjg) sur M ' [n,g) et 
L A - h '(n,g). 

On note M e,h (n,g) et L e ' h {ri, g) les spécialisations à Q — e de M A ' h {ri, g) et L A ' h (n,g) : 



r£,h 1 ~ „^ n/r-A.h 



M^(n,g) := M A < h (n,g) / {Q - e).M A -"{n, , 



-e,h' , n ._ T A,h' 



L^(n,g) := L^ n (n, g) / (Q - e).L**'(n, g) 
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où ~ K désignent l'adhérence pour la topologie (Zi')-adique. M £ ' h (ri, g) et U' h (ri, g) sont en particulier des C[[/i']]- 
modules et on a 

M" h '{n,g) z> (©C mj )[[fc']], L^ h '(n,g) ~ ( Cm,)[[h']]. (27) 

j'6N 0<j<n 

L'action de U^y (sh,g) sur M ' h (n, g) induit une action de U e ^y (sh, g) sur M £ ' h (n, g). De même l'action de t/4^' (sh, g) 
sur L A ' h (n,g) induit une action de U E: h'(sh, g) sur L £,h (ri, g). 

Définition 6.0.11. Soit g G N>i. 

1) Soit n € Z. Le [/ £i ^,/(st z , <?)-module M e, ' t (n, g) est appelé la spécialisation à Q = e du module de Verma M ' (ri, g). 

2) Soit n € N. Le (7 Ej h' (slz, <?)-module L E ' h (n, g) est appelé la spécialisation à Q = e de la représentation indécomposable 



L h > h '(n,g). 



On vérifie immédiatement que les !7 £i jj'(sl2,g)-modules M 6 '' 1 (n, g) et L e ' h (n,p) sont des modules de poids. 



Supposons à présent que n £ gZ et explicitons les modules M e '' 1 (n,gr) et L e, ' i (t 



D 



H.rrij — (n — 2j) m 



3 1 



f.mj = (-l) n/3 e-' 2j m 



J ! 



C.mj = (n + 1) m 



7 ! 



(Q VC + Q^ VC ).m 3 = (-^""(e + e-^mj, 
X .rrij = wij+i , 

[j] eT [n - j + l] e mj-i , si j s [.g] , 
[j] e [n - 3 + 1] eT rrij-i , si j = 1 [3] , 
. [j] e [n ~ i + 1] e rrij-i , sinon. 

Formellement on obtient l'action de X sur M E,h (n,g) et L e '' i (n,g) à partir de celle de X sur les représentations de 
Uh(sh) correspondantes, en remplaçant les boîtes quantiques [j]q par les boîtes [j] e r quand g divise j, et par [j] e sinon. 
Dans le cas où g = 2 ou 3, on retrouve alors formellement les actions de X sur les représentations décrites dans 
[FHllb], avec q = eett = T. 

On suppose toujours n £ gl. 

Notons L M h (n,g) et L L h (ri, g) les sommes des espaces de poids divisibles par g des U e ^y(siz, ^-modules M E,h (ri, g) et 

L e,h (n,g) respectivement. 

Posons g 1 :— g/2 et n' :— 2n/g si g est pair, g' := g et n' :— n/g si g est impair. On a 

L M h V, 5 ) ^ (©Cm rt )[Ml, ^'(n, ff ) ~ ( Cm glj )[[h']]. 

jGFI 0<j<n' 

D'après ce qui précède, d'une part (X ± ) 9 , H, C, Q ±H et Q^ + Q~^ stabilisent L M h ' (n,g) et L L h ' (n,g), d'autre part 
Q 2H agit par 1 et Q 2VU + Q~ 2VU par e 2 + s' 2 . 
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On note L M { - h '\n,g) et L L (h '\n,g) les localisés par rapport à h' des C[[/i']]-modules L M h ' (n,g) et L L h ' (n,g). On a 
L M^(n,g) ~ (®Cnv,)((A')) et L L^\n,g)^( ® Cm rt )((l>')). 

jSN 0<j<n' 

Les actions de U e ^'{^z,g) induisent alors d'après la remarque 4.5.3, des actions de Ugh'ish) sur L M^ h '(n,g) et 
W\n,g). 

Grâce à la description précédente des modules M e ' h (n,g) et U' h (n,g), on vérifie que L X et L H stabilisent L M h (n,g) 
et L L (n,g), considérés comme sous-C[[/i']]-modules respectivement de L M^ h >(n,g) et L lS h \n,g). 
L M h (n,g) et L L h (n,g) sont alors des représentations de L^'(sb) 

Définition 6.0.12. 1) Soit n £ gZ. La représentation L M h (n,g) de U g h'(sVi) est appelle la représentation Langlands 



-duale du module de Verma M h (n) de Uh(sh)- 

n 
représentation indécomposable L h (n) de Uh(sh). 



2) Soit ngjN. La représentation L L h (n,g) de U g h>(sl 2 ) est appelle la représentation Langlands p-duale de la 



D 



Dans la suite C h (st 2 ) désignera la catégorie additive C[[h]] -linéaire des représentations de rang fini de Uh(sl 2 ) et Rep^sb) 
son groupe de Grothendieck. 

C ah (sb) désignera la catégorie additive C[[/i']]-linéaire des représentation de rang fini de U g h'{sh) et Rep 9,i (sb) son 
groupe de Grothendieck. 

On dispose des foncteurs additifs 

lim : C h ' h '(sl 2 ,g) — -* C h {sl 2 ) , Uni : C h (sl 2 ) — > C(sb) , 

h'->0 h^O 

et lim : C 3h \sl 2 ) — > C(sb) ■ 

h' — >0 

On note P — Zu le réseau des poids de s\ 2 et P + = No; C P le sous-ensemble des poids dominants. On définit une 
application Il g : P — y P par 

H g (nui) := — ai si g / n , Il g (nu)) :— sinon, 

qui s'étend linéairement en une application II S : Z[P] — > Z[P] (ff g conserve l'addition mais pas le produit). 

On note 

X : Rep(sb) -> Z[P], X ■ Rep h (sl 2 ) -> Z[P] , 

et X 9h ' ■ Rep 9h \sl 2 ) -> Z[P] 
les morphismes de caractères (qui sont on le rappelle des morphismes d'anneau). 
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On peut, de la même façon, définir grâce au point 6 du théorème 5.0.8 un morphisme de caractère 



h, h -n h, h / * \ 

X g ■ Rep (sh,g) 



Z[P]. 



,h,h' 



La différence ici est que Xg est un niorphisme seulement additif. 



On vérifie sans difficulté que le diagramme suivant est commutatif : 



Rep h ' h \sl 2 



^ Rep h (sl 2 ) [1 " n """ )1 > Rep(sl 2 ) 




Les deux théorèmes qui suivent résument les constructions faites au début de cette section. Ils donnent également une 
description des représentations Langlands g-duales, qu'on obtient immédiatement d'après ce qui précède. 

Théorème 6.0.13. Soient g € N>i et n G gN. 

1) La représentation L ' (n,g) de Uh,h'(sh,g) est une déformation selon h' de la représentation indécomposable L (n) 



de U h (sl 2 ) 



lim L ' (n, g) — L (n) . 



2) La spécialisation L e,h (n, g) à Q = e de L h ' h (n,g) est un U^^i (sh, g)-modu\e de poids. 

3) L e ' h (n,g) contient la représentation L L h (n,g) de U g h'(sh), Langlands g-duale de L h (n), comme somme des espaces 
de poids divisibles par g. 

4) Les caractères de L h (n) et L L h (n,g) sont reliés par 



(n s o /)(£'») = X 3h '( L L h '(n,g) 



5) Si g est paire 



6) si g est impaire 



L (n, 



L ^ I VL ) 9 L 9h' I 



— 1 ) pour n > , 



L L h '(0,g) ~ L 3h '(0). 



L L h \n,g) * L» h '(ï) 



n 



Définition 6.0.14. La limite h' — > de la représentation Langlands g-duale (n £ <?N) L (^,5) est une représentation 
de sb que l'on note L L(n,g) et qu'on appelle la représentation Langlands g-duale de la représentation irréductible L(n) 
desl 2 . □ 
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Au niveau des caractères on a 



(n 9 o X )(L(n)) = X ( L L(n,g)) 



On peut illustrer le théorème 6.0.13 et la remarque précédente par le diagramme suivant (g G N>i, n G 



L h ' h (n,g) 



L h (n) 



L(n) 



L L h '(n,g) D V h ' (n/g) 



L L{n,g) D L(n/g) 



En d'autres mots, la représentation irréductible L(n) de 3(2, qui peut être déformée une première fois selon h en une 
représentation L (n) de Uh(sh), peut une seconde fois être déformée selon h' en une représentation L ' (n,g) de 
Uh,h'(sh,g), les rangs des espaces de poids restant invariants sous chacune des déformations. 

Par ailleurs, la spécialisation à Q = e de cette double déformation L ' (n,g) contient la représentation L L h (n,g) de 
U g h'{sh), Langlands g-duale de L h (n). L L (n,g) est en outre la déformation selon h' de la représentation L L(n,g) de 
sb, Langlands g-duale de la représentation L(n) de sh- 



Théorème 6.0.15. Soit n G gZ. 

1) Le module de Verma M h ' h (n, g) de Uh,h' (sb, g) est une déformation selon h' du module de Verma M h (n) de Uh{sh) '■ 

lim M h ' h ' (n,g) = M h (n). 

2) La spécialisation M E ' h (n,g) à Q = e de M h ' h (n,g) est un f/ E ,v (s b, <?) -module de poids. 

3) M 5 ''' (n, gr) contient la représentation L M h (n,g) de Ugh'(sh), Langlands g-dualede M h (n), comme somme des espaces 
de poids divisibles par g. 

4) Si g est paire : 



L M h '(n, 



AI gh ' I - I M 3h ' 



-1 



5) si g est impaire 



L M h (n, g) ~ M 9 



n 



Définition 6.0.16. Soit n G gZ. La limite quand h' tend vers de la représentation Langlands g-duale L M h (n,g) est 
une représentation de sb que l'on note L M(n, g) et qu'on appelle la représentation Langlands g-duale du module de 
Verma M(n) de f/(sb). □ 
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On peut illustrer le théorème 6.0.15 et la remarque précédente par le diagramme suivant (g £ N>i, n £ gZ) : 



lim,. 



M h ' h '(n, 



M h (n) 



M(n) 



L M h '(n,g) D M» h ' ' (n/g) 
L M(n,g) D M(n/g) 



En d'autres mots, le module de Verma M(n) de sfa, qui peut être déformée une première fois selon h en une représentation 
M h (n) de Uh{sh), peut une seconde fois être déformée selon h' en une représentation M ' (n,g) de Uh^'(sl2,g)- 
Par ailleurs, la spécialisation à Q = e de cette double déformation M h ' h (n, g) contient la représentation L M h (n, g) de 
f^gh'Csfe), Langlands g-duale de M (n). L M h (n, g) est la déformation selon h' de la représentation L M(n,g) de sb, 
Langlands g-duale du module de Verma M(n) de sh ■ 

L'étude précédente des représentations L ' (n,g) de Uh,h'{si2,g) et de leurs spécialisations à Q — e permet de terminer 
la preuve des propriétés d'interpolation de Uh,h'(sh,g) entre les groupes quantiques Uh(sh) et [^^'(sb). 

Théorème 6.0.17. 1) Uh,h'(sh,g) est une déformation formelle de Uh(sh) selon le paramètre h'. 

En particulier, Uh,h'{s[2,g)/{h' — 0) est isomorphe, en tant que C[[/i]]-algèbre, à Uh(sla), via l'identification X = X 
et H = H. 

2) La sous-C[[/i']]-algèbre ( L X ± , L H) de 



U A , hl (sh,g) I (Q = e, Q 2H = 1, Q 2 ^ + Q~ 2 ^ = £ 2 + e - 2 ) 



topologiquement engendrée par X et //, est isomorphe à U g h'(sh)- 



D 



Démonstration. Le premier point a déjà été traité : voir le théorème 4.1.3. 

Quant au second, d'après le théorème 6.0.13, quelque soit m £ N, l'action de Ugh'ish) sur la représentation L gh (m) se 

factorise à travers le morphisme surjectif 

U ah ,(sh) —*■ ( L X ± , L H) 

donné dans la remarque 4.5.3. Par suite ce morphisme est injectif. En effet un élément de Ugh'ish) appartenant au noyau 
de la surjection précédente agit alors par zéro sur toutes ses représentations de dimension finie, et par suite est nul. Ce 
dernier fait repose sur l'existence de la base PBW de Ugh'ish) et sur la description de ses représentations indécomposables 
de rang finie (on pourra consulter [Jan96, 5.11] pour un résultat analogue dans le cas de U q (g), où g est une algèbre de Lie 
semi-simple de dimension finie ; notons toutefois que la démonstration dans le de U q (sl2) ou Uh(sh) est plus simple). ■ 
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On peut illustrer le théorème précédent par le diagramme suivant 



Uh,h'{sh,g) 



U h (sl 2 ) 



U(sh) 



U gh ,{sh) 



£/(sb) 



En d'autres mots, l'algèbre enveloppante U(sh), qui admet le groupe quantique Uh(sh) comme première déformation selon 
h, est déformée une seconde fois selon h' pour chaque g £ N>i : on obtient alors les groupes quantiques d'interpolation 
de Langlands. 

Ceux-ci, quand ils sont spécialisés à Q = exp h = e, permettent de retrouver les groupes quantiques U g y (sb), déformations 
selon h' de [/(sb). 



Pistes de Recherche 



Les groupes quantiques d'interpolation de Langlands de rang 1 constituent la brique élémentaire, à partir de laquelle 
seront construits, dans un prochain article, les groupes quantiques d'interpolation de Langlands Uh,h'{0,g) associés à 
une algèbre de Kac-Moody (symétrisable). 

Une question naturelle et importante est : existe-t-il une double déformation des relations de Serre, de telle sorte qu'il 
soit possible de construire des groupes quantiques d'interpolation Uh,h'{s>9) q m double déforment l'algèbre enveloppante 
U(g) ? Cette question semble très liée à celle de l'existence d'une structure d'algèbre de Hopf sur [/^'(sb, g) et par suite 
sur Uh,h'(s,g)- Plusieurs indices semblent indiquer qu'il pourrait en effet exister un coproduit sur [/^'(sb, <?) (ou du 
moins une structure tensorielle sur sa catégorie des représentations) qui interpole les coproduits de Uh{sh) et U g h(sh)- 
Une nouvelle direction de recherche apparaît alors : trouver des 7?-matrices universelles pour les groupes quantiques 
d'interpolation, afin de produire des invariants de noeuds, qui en un sens contiendraient simultanément les invariants de 
noeuds fournis par les deux groupes quantiques interpolés. 

Signalons que l'existence d'une double déformation des représentations L(X) possédant la propriété d'interpolation (1) 
est liée à l'étude dans [FHllb] de la dualité de Langlands au niveau des cristaux. On peut se demander alors si il serait 
possible de développer une théorie des bases cristallines pour les groupes quantiques d'interpolation de Langlands, dont 
une des propriétés serait en un certain sens d'interpoler les théories déjà existantes pour g et L g : voir par exemple 
[FHllb, conjecture 3]. 



Dernière voie envisageable : dans le cas où q est une algèbre de Kac-Moody affine, il serait intéressant de se demander si les 
groupes quantiques d'interpolation associés à g permettent d'expliquer la dualité de Langlands au niveau des q-caractères, 
déjà démontrée pour les modules de Kirillov-Reschetikhin dans [FHlla]. 
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